15. ®YPUJEOBU PE/10BUA

OCHOBHE YUIBEHUAIIE

15.1. ®ypujeos pen je, Kao u cTemeHn, T0ceOHA BPCTa (DYHKIIMOHATIHOT PEIA.
Cabupru cy ymuomiu ¢yHKuja obsuka sinkz, coskr, k € N. Ocum gucre
PAJIO3HAJIOCTH, MUTAKHA J1a Ju ce (YHKIMja OCUM KA0 CyMa CTENEHOr pPela MOXKe
MPEICTABUTH M KAO CyMa TPUTOHOMETPHjCKOT pera, MmocToje m ayOsbu passiosn 3a
npoy4daBame PypujeoBux pemosa.

Hamuwme, crenenn pen ce M3/1aCKOM Y KOMIIJIEKCHU JJOMEH MOXKe CBECTH HA TPU-
TOHOMETPHjCKH.

+oo
Bancra, axo je f(z) = > anz™, mz € C, |z| =1, rama je z = cost + isint, 3a
n=0

HEKO t, 1a aKO CTaBUMO A, = Qi + i3, A00ujaMo

+oo
(1) (t) = f(e') = Z(an + 5, (cos nt + i sin nt)
n=0
+oo
=ao+ Y _((an + i) cosnt + (=B + iay) sinnt).
n=1

OBo je 0oCceOHO BayKHO AKO je TMOJIYIIPEIYHUK KOHBEPIEHIINje CTEMEHOT PEna jem-
Hak jenan. U onmruje, ako je noaynpeunuk jennak R, taga ce 3a |z| = R, crenenu
pen cBouu Ha pen obsmka (1), y3 nomarak ymuomka R™. Yupaso tana, 3a |z| = R
Komm AgamMapos cTaB He TOBOPY HUTITA O KOHBEPTEHIIN]U CTEMEHOT PEIa.

Ogo uuje jennua MoTuBaIyja 3a npoy4asame Oypujeoux penosa. Cam Oypuje,
3aHUMAO0 Ce MPOOJIEMUMA, PENIaBaba NAPIUjATHAX Au(EpPEeHInjaHuX jeHAYNHA U
TUM IIyTEM je CTUrao 10 moTpebe na 3amary (YHKIU]Y PA3IOXKU y Ped 9uju Cy
cabupiu TpuroHomerpujcke pynkmmje. Meton ce mo memy 30Be QPypujeoB MeTo,
Ha upumepy jennavune 2kuiie Koja Tpenepu onucaH je y Bexxbamy 9.
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15.2. Ako mpermoctaBuMO 12 je GyHKIMja f CyMa HEKOT TPUTOHOMETPH)CKOT

pelia, OHOCHO aKo je

“+oo
_ Qo .
(2) flz) = 3 + E ap cosnx + b, sinnx

n=0

koedunujenre a, u b, Moxemo Hahu MHOXKemeM jenHakoctu (2) pemom ca 1, cos kz,

sin kx un WHTErpasbemeM, KOpucTehn mpu TOMe pesyJsirare

™ ™
/ 1-sinnzdx = / sinnzxcosmxdr =0, 3060or memapaocTu

- -
s

T
1.
/ 1.-cosnxder = —sinnz| =0;
n
—T

3 —T
®) T ™ cos(m + n)x + cos(m — n)x

/ cosmscosm:z:dx:/
- -7 2

/ sinnz sinmx dx = / cos(m — n)z ; cos(m + n)z dz =0, m#n,

dr=0, m#n

—T —T

OIIHOCHO WHTErpPaJsI MPOU3BOIA JIBE Pa3IndyuTe TaksBe QyHKIH]je je Hya, u

T s 1_ 2
/sinandx:/ dezw

-7 —T 2
g 1 52
/ COSQTLJ?dZ‘:/ de:ﬂ'

Onucanum IIOCTYIIKOM HaJIa3UMO:

i f(z) dx = 2mag/2;

f(x) coskx dx = may; f(z)sinkx dx = by,

Axo ce Ha OUETKY U3BOLEHA YMHUIIO CYBUIIHO IITO CMO MUCAIU (/2 YMECTO
caMmo ag, caga To mobmja cmucao. Hamme, ma 6mcMo mMan jJeIUMHCTBEHY (DOPMYITY

3a CBe€ a-0OBe€.

IIpumedba: Cse oBo uma cmucia ako saxu [y = Y. [, na ueno ussoheme

HUje KOPEKTHO, aJii Ne HaM MOCTYKUTH KA0 MOTHBAIIL]A.

Wurerpanu y (4) umajy cmucia kaf rof je dbyHKUuja f ancoJyTHO WHTErpa-
Ounaa y (—m,T), y HECBOJCTBEHOM CMUCITY €4 MOTylimM HECBOjCTBEHHM TAdKAMAa

YHyTap MHTEpBaJa.

15.3. dedunnmuja. Heka je f: R — R 27-nepuoguyna GyHKLM]a U ALICO-

JIyTHO WHTEerpabmiHa Ha [—7, 7w|. Hben ®@ypujeos pern je

+oo
a .
(5) f(z) ~ 50 T ;—1:(% cos kx + by sin kx),
rae je
1 (7 1 (7 .
(6) ay = 7/ f(z)coskxdx; by = 7/ f(x)sin kx dz.
T ) T J_x
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Henuvuana cyma PypujeoBor pema byuknuje f je

Sn(x; f30+; ay, cos kx + by sin kx).

YKoamko HeMa omacHocTH of 3a0yne, mmcahemo u S, (z) ymecro S, (x; f).

IIperxonua nedunummja, nara je 3a 2m-nepuonnany pyukmnujy. Kako ce cBaka
dbyukuuja nedunucana Ha cermMenTy [—m, 77| MOXKE IIEPUOAMYHO IIPOLY2KUTH, TOKOM
gurase ruase Heliemo npasuTu pasnuky usmely bynkuuja nebunncannx va [—7, 7
7 BBUXOBUX TIEPUOANIHIX MPOMYKEHba.

C obsupom ma je usBoheme dopmysa (4) 6uno HedOpMaJIHO, MU YOIIITE HE
3HAMO J1a Jin U Ha Koju Ha4uwH Sy, (z; f) — f(x). MHorm onroBopn Ha OBO IHTaHbEe
cy m3nenalyjyhn.

15.4. CraB [[IupuxieoBo jesrpo|. Heka je f : R — R, anconyrno unre-
rpabmiHa dbyHKUMja Ha [—T, .

™
a) Sp(z) = / f(@&)Dy(z —t)dt, tae je

—T

1 sin(n +1/2)x

Dn() = 21 sin(z/2)

6) [ Du(x)dz=1.

Oyukmuja D, HaszuBa ce IupuxaeoBo je3rpo.

JTOKA3. a) mamo:

1 n
Sp(x) = 540 + Z(ak coskx + b sinkx) =
k=1
1
= 2 | f dt—s—Z( t) cos kt dt cos kx +

1
+— f(t) sin kt d¢ sin kz) =
™

—T

—|— Z cos kt cos kx + sin kt sin km)] dt =
k=1

ONaKJIe je

™ D)=
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Hausbe,

WDn(z) - = kZ::lCOSkl' = m};coskx81n§ =

N =

n

1 1. 1 . 1
sn(z/2) Z 3 {sm(k + i)x —sin(k — 2)4 =

k=1

————— |sin(n + =)z — sin z] _sinn+1/2)z 1
2sin(z/2) 2 2| 2sin(z/2) 2’
6) Cinenu us (7), jep
i 1f2n &[T
D =—| = =1.
. () do - < 5 —&—;/_ﬂcoskazdx)

O

15.5. Kommiiekcuu o6auk @ypujeosor pena. Ymecro (5) MHOrH mumry

+oo n
®) f@)~ D cae™ Sp(z)= Y cxe’®,
n=-—oo k=—n

pu 9eMy cy KoeuiujeHTn ¢ oapehenn ca

(9) cr = 7/ f(t)eil tdt
2 J_ ’

Ha OCHOBY CJIMYHOL 3arayKarba Jia je

/ﬂ eint =ikt gy — J 2 K=
- 0, k#n

IMokazahemo na cy nesmMuanu 36uposu penosa (5) u (8) jennaku. 113 (9), na
—ikt

OCHOBY € = cos kt — i sin kt omMax BUIUMO
(ar —iby)/2, k>0
cr =< ap/2, k=0,
(a—p +ib_g)/2, k<O
OJTHOCHO
ag =2co, ap=cp+c_g, bp=rilck—c_g).
Tana je

n n

) ag . w

Sn _ § ckezkm _ 5 + § [ckezkx +c_pe zkw} —
k=—n k=1

= %) + kz_:l [(er + c—) coskx + (e, — c—g) sin k],

mITo je m TpedaJio JOKa3aTH.
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15.6. ®ypujeoBu pemoBu Ha Apyrum uHTepBajmMma. Omnucaam cMoO mmTa
je @ypujeos pen 2m-nepuonuune pynkuuje. Ako je f dyHKUIMja mepuomudHa ca
nepuonom 20, oA je cMeHOM x = tl/m MOKeMO CBeCTU Ha MO3HAT CJIy4aj. 3aucra,
raga je t — f(tl/m) 27 mepmomwuHa, ma MOYKeMO Hammcatn men ®ypujeos pern, a
3aruMm Bparutu cMmeny. Jlobuja ce ma je men @ypujeos pen,

nrx
1 n by, sin ——
(10) 24 Za cos 7% 4 b, sin 7
rae je
1/ nmx nmx
(11) an =7 f(zx) cosde, by, l sn—dx
]

N3Boheme ce cBOIM HA jJeIHOCTABHY MAHUILY/TAIN]Y Ca MHTETPATIMA, T je M30CTaB-
JBEHO.

Y cayqajy dyuxumje Ha [a,b] JTMHEPAHOM CMEHOM NIPOMEHJPUBE MOXKEMO j€
MepUOANYHO TIOMepuTH Ha mHTepBai [—I,l], tae je | = (b — a)/2 n npumeHuTn
nperxonue dopmyse. To nehemo m3BomuTH.

Tlomernumo jomr m ga ce decto Tpaxku na ce (pyHuruja medpuHUCAHA HA WH-
repsasty [0,!] passuje y @ypujeos pen Koju caapku camo cuHyce (OZHOCHO CaMo
kocuryce). To ce na yauruTy nponyzkasajyhu GyHKIMjy Ha MHTEPBAT [—T, 71| TAKO
1a Oy/ie HemapHa, OMHOCHO TTapHA.

KOHBEPTEHIINJA ®YPUJEOBOI' PEJIA
TAYKA IIO TAYKA

15.7. Cras [Puman JleGerosa semal. Heka je f ancomyTHo nHTerpabuina
dbyskumja y uarepBany [a,b]. Tana je

B B
lim / f@)sinAz =0, u lim / f(x)cos Az =0,

A——+0o0 A——+o00

paBHOMEpHO 10 «, (3 € [a, b].
Toce6uo nuzosu PypujeoBux KoedbunujeHara a,, b, naru ca (6) Texke Ka HyJIu.

JOKA3. 1° ciyqaj - f je maTerpabuinaa y cBojcTBeHOM cmuciry. Kao mpBo

1
/ sin Az dz| =
o

Hexka je € > 0 maro. Omabepemo 0 > 0 Tako ma 3a cBaky nomesty P’ mHTepBaia
[a,b] amju je mapamerap mamu on § Bazku S(f;P') — S(f;P') < /2. Honmemmmo
unrepsan [a, §] C [a,b] monenom P : o = a9 < 21 < -+ < &, = 3 ca mapamMeTpom
MamnM Off §, W ATy MOy MPOIIMPHMO 10 MOofIesie NHTepBaia [a, b] 6e3 ysehama

napamerpa. Bulie S(f;P) — S(f;P) < S(f;P') — S(f;P') < /2. Osnauumo

COS ATy — COS A\x1 g
A -\

(12)
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my =1inf(y, 2 fo Qe =supp, | o [ — Il 2 f, M =suppy |f|. Mmamo

/ f(z sm)\xdx—z f( )sin Az dx =

Tk—1

Tk
—Z/ mk)sm)\xdx—i—ka/ sin \z dz =
Tk—1

k=1 Yo
=51 + 5.

CBaku 011 0Ba jBa cabupKa ce ouemyje Ha ciaenelin Hayun

: 7 2M
[So| < M Z/mk 1s1r1/\xdalc :M/a sin Az dz ST,

|S1‘<Z Qk-1~dx:ZQk(xk—xk,l):§—§<€/2,

=17 %k—1 k=1

1na je
h e 2M 4M
/ f(z)sin Az dz <2+T<E, 33)\>T'

Y ouenu cabupka Sy mejemnakoctu —M < my < M TOMHOXUJIN CMO WHTE-
rpajuMa CUHYCa W OHJA MPOCYMUPAJIN.
2° carygaj. Axo je fa f(z) dz HecBOjcTBEH UHTErPAJI, CA HECBOJCTBEHUM TAYKaMa

. i+6 .
€1, ..., Cm, OHIA OabepeMo § > 0 raxo ga je ) fcc7j5 f(z)sin Az dz| < /2, a Ban
-7
Uj (¢; —6,¢j + 0) IPEMEHNMO IPBU CJIYUa).
Wnentmyan 10Ka3 MpoJia3m M ako YMECTO Sin CTaBUMO COS. O

Ipumedba: Jemnaxocr (12) kasyje ma je Puman JleGerosa jiema TadHa Kaja
je f xapakrepucruyHa (QyHKIHUja WHTEpBaJa. 300T JUHEAPHOCTH JINMECA, OHA je
TavHA W 33 HUXOBE JIMHeApHe KOMOWHAIM]e, TO jeCT 3a Je0 MO Je0 KOHCTAHTHE
dyukuuje. Jdasbu neo J10Ka3a 3acHUBA Ce Ha alnpokcuMauuju pyHkuuje f aeo 1o
JIe0 KOHCTAHTHOM moMmohy nmomer lapOyoBor 36mpa.

15.8. Cras [[Ipuunun gokanusanuje]. Heka je f : R — R 27-nepnonnuna
U arncoayTHO mHTerpabmiHa dysknmja Ha [—7, w]. Tama:

n—-+o0o

a) lim (Sn(x) — /:[f(x—i—t) + f(x — )] D, (¢) dt) =0, 3a cBe § > 0;

6) Tonamame @ypujeosor pena byukuuje [ y Tauku & 3aBUCH CAMO OJI BPEJI-
Hoctn dhyHkuuje f y OKOJIMHU TadKe .

Ipumedba: pyrum peduma, Ha To na jgu DPypujeos pen kouseprupa (1 ako
KOHBEPIUpa Ha IHeroBy CyMy) HEMa yTHUIAja Kako [ u3rJiena Herae JAajbe Ol TauKe .
To nenyje momaso nu3uenahyjyhe, jep ce KoeduinjeHTH PadyHajy MPEKO HHTErPAIA
u, IpemMa Tome, u3Mena QYHKIMje TUPEKTHO Memba KoedulljeHTe.
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JTOKA3. a) mamo:

Sp(x) = ! f@)Dp(x—t)= (cvmenaz —t=20)

—T

r—m T 0
= _/ f(x —0)D,(0)do = / +/ = (360r 27 mepuOmMIHOCTH )
z 0 -

x4

/Oﬂ(f(x —0)+ f(x+6))D,(0)d0 = (jep je D,, napua)

6 ™
_/0 (f(:c+9)+f(x—0))Dn(0)d9+/6 (flx+0)+ f(x—0))D,(0)do.

Tako je

)
Su(z) - / (F(z+0) + f(x — 0)D,(6) o] =

T

(f(a: +0)+ f(x — 0))Dn(0) dé)‘ <

)+ f(z+6)
27rsm (0/2)

sin(n +1/2)0df| — 0, xamn — +oo,

fE=0)+f(x40) |  |f(z=0)|+|f(z+0)|

na ocuoBy Puman JleGerose sieme, jep je 360r S sin(0/2) < S ein(872)

ped O aIcoIyTHO mHTEerpabmiHoj QyHKInju.
6) Herocpemuo cienu us a,). O

15.9. CraB [kpurepujymu konseprernmje I|. Heka je f : R — R 27
NEePUOAMYHA U ANCOTYTHO mHTerpabmina dbyHkumja Ha [—7, 7], HeKa je © € R u
Heka mioctoje f(z—) u f(z+) - 1eBa n mecHA MpaHWYHA BPEITHOCT.

a) ([unujes xpumepujym) Axo 3a Hexo § > 0 uHTErpas

5
/O %rt(t) dt, ()= flx+t)+ flx —t) — fla+) — f(x—),

aICcoJIyTHO KOHBEprupa, Tana Sy, (x) — %, omHOCHO Ka f(x) y ciydajy na
je f mempekumna y x;

6) (Junwuyos kpumepujym) Axo dbyukumja f y rauku x 3anoBosbasa Jlui-
HIMIOB yCJIOB

(13) |f(x £t)— flzx)] < Lt*, sacet>0umnexo 0 < a <1,
rana Sp(x) — (f(z+) + f(2—-))/2;

B) AKo [ mWMa yommTene W3BOAE Y TAYKU I,

flz+ h)h— f(ar+); f(z—) = lim

raga S, (x) — (f(z+) + f(x—))/2. TocebHo TO Bazku 3a HempeknaHe GYHKIMje
KOje y CBAaKOj TAUKW MMA]y JIEBU W IECHU W3BO/I.

Frlet) = 1oy,

JOKA3. 360r npuHIUNIA JOKAJIU3AIK]E, JOBOJHHO je JOKA3aTH
s

tm [ (F@+ 1)+ f@— D) dt = LTI,

n—+oo /g 2
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a) Kako je [ D, =1/2, 10 je

/J(f(ar +1t) + f(z —1))Dp(t) dt — w _
0

7i 650x(t) 3
2n ), t sin(t/2)

sin(n + 1/2)tdt + (f(z+) + f(z—)) /; D, (t)dt.

- . t
IIpBu cabupak rTexku ka mHyJu, Ha ocHoBy Puman JleGerose sieme, jep je ER)

orpaHmveHa, a p,(t)/t ancomxyrHo uHTerpabunna dyukmmja Ha [0,d]. Ipyrn cabu-
pakK je jemHak

(Fo+0)+ fz-)) [ glt)sinn + 5)a,

rae je g(t) dynxumja jennaka myam Ha [0,0), onaocuno 1/sin(t/2), na [d, 7], nakie
orpanudena QpyHkuuja, u rumMe uHTerpabuiiHa, 1A U OH TEXKHM Ka HyJIM Ha OCHOBY
Pivan JleGerose seme.

6) caenu u3 a), jep je y TOM ciydajy

%t(t)‘ < ‘f(x + t)t— flz+) ‘ . ‘f(x - t)t— flz=) tiLa.

B) cienu u3 6), jep u3 ersucreHumje usBoga ciaeau Jlummunos yciaos (13), y3
a=1. O

Ipumedba: Axo Baxku (13) 3a o > 1, oHma ce TpesackoM Ha Jmmec, H06uja
/' =0, omrocuo f je koucranTHa. Tako JIMMIIUIIOB yCJIOB UMA CMUCJIA UCKJbYIUBO
3a a < 1.

15.10. JIema. Heka je h pacryha dyuknnja, nedunncana y HeKoj JeCHOj OKO-
nuau Hyae. Tana je

)

li h(t
JJdm b

sin At

dt = gh(0+).

JTokA3. Ilpenedunnmiemo, mo norpedmn, byukunjy h, rako na Gyme h(0) =
h(0+) (10 He Mema BpemHOCT UHTErpasa). Vmamo

) . £ . 5 .
At At At
/0 h(t) SH; dt :/0 (h(t) — h(O))Smt dt + h(o)/O S”; dt =11 + I,

Hpyru cabupak ce cmeHoM At = y cBoau Ha JlupuxJieoB MHTErpaJt

Ad .
b=M®/ S0Y 4y — h(0)T,
0 ) 2

JOK Ha, Ipyru nmpuMeHuMo I TeopemMy O CpemmOj BPETHOCTH:

g sin g sin
bzA@@-WWtMMZW@—MWA A =
A0 -
B _ siny
— (h(6) mwﬂgy dy — 0,

.. ptoo s
jep je [ =74 dy xomBeprenTam.
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IIpumedba: Osne je Baxkuo ma je £ > 0, mro apyra TeopeMa O CPEIE0j Bpem-
voctu He rapanryje. Mehyruwm, ako je & = 0, Tama je

sin At

)

| o) - heey =2 e o,
0

pu 9eMy je mogmHTerpasHa GyHkiuja ysek > 0, ogarie ciaenn ma je h KOHCTaHTHA

dbyukumja, o ject na je h(t) = h(0), na je Iy umeHTUYKY jeAHAK HYJIH.
1 y napenunm nokasmma hemo ymorpeb/pbaBaru OpyTry TEOPEMY O CPEIh0j Bpe-
nocru, 3a £ > 0. Obpassioxkeme 3amro & He Moxke Ja Oyie nysa nehemo noHabsba-
TH. O

15.11. CraB [Kpurepujymu kouseprennuje II]. Heka je f: R — R 27-
[EPUOAUYHA U AICOIYTHO uHTerpabuinna GyHKuuja Ha [—m, 7.

a) (XKopdan Jupuzaeos xpumepujym) Ako je f orpanudene Bapujauuje y (r —
0,2+ 9), 3a nexo 6 > 0, rana Sy (x) — (f(z+) + f(z—))/2;

6) ([Jupuzaeos xpumepujym) AKO f uMa KOHAYHO MHOTO MPEKUIA MPBE BPCTE,
M KOHAYHO MHOTO €KCTPEMHUX BPeTHOCTH, Tana S,(x) — (f(x+) + f(z—))/2.

(ITocrojame JIeBOr M JIECHOI JIUMECa HUje CIIOPHO, jep je f orpaHudveHe Bapu-
jauwuje.)

JIOKA3. a) HososbHO je nokasaru 3a ciay4daj pacryhe dyunkuuje, jep je cBaka
dyHKIMja orpaHmYeHe BapHjaluje pasjnka ABe pactyhe, a mpeciankBama f —
Sn(z, f) m [ (f(z+) + f(z—))/2 cy mmeapna.

Ha ocuoBy mperxomse eme nMamo

/th /f b2 sin(nt1/2)

sm(t/?) t

1 T _ flz4)
- . t/2 _t/2
jep cy dynxmmje t — f(z+t) ut — ) pactylie n mosuTuBHE, 1 11 lim 67y =
1. Cnaugso je u

6 J—
lim / o — Dt dt = L)
n—-+4oo 0 2
0) caenu u3 a), jep TakBa GYHKIMUjA MMa OTPAHUICHY BAPUjAIH]y. O

15.12. Hamomena. Nako ce @ypujeoB pex 2m mepuoandne GbyHKINje MOXKE
HAIMCATHA CAMO IO YCJIOBOM Ha je OHA aICOJyTHO MHTErPabUIHA, /10 Ca1a HUCMO
nokazasn 1a PypujeoB per KOHBEPrupa Moaa3H0] (GyHKIUjH, YaK HU IO CJIA0HjoM
TIPETIIOCTABKOM 113 je HempekuaHa. llopen HempeKmIHOCTM Ty ce YBEK jaBJba jOTI
Hekn ycjaoB. Te 1a HeKM MHTErpaJl KOHBEPrupa, Te HEeKa YOIIITeHa AudepeHIja-
OMJIHOCT, Te Jla MMa OrpaHUdYeHy Bapujauujy utd. Jaum pesyarar Huje Hu Moryhe
nokasaru, jep je jomr 1876. ronuue nu Bya Pejmon koncTpyncao npuMep HEIpeKumIHe
dyskuuje unju PypujeoB pen nuBeprupa y nojequaum radkama. CKuia oBe KOH-
CTpyKUHje U3JI0K€eHa je y Bexkbamuma 5 u 6.
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PABHOMEPHA KOHBEPI'EHIIIJA
OYPNJEOBUX PEJTOBA

Hemuvmane cyme ®@ypujeoBor pema Sy, (x; f) cy menpexmmme dyHKImje Kao
KoHauHa cyma Henpekuganx. Oryna, ykonamnko Sy (z; f) = f(x) HemuHOBHO cienn
nmenpekugHocT (yaknuje f. Crora ieMo TOKOM OBOI' OfesbKa TTOCMATPATU MCKJbY-
gmBo Henpekunae dynkumje. 3aro mehle 6utm mspasa (f(z+) + f(z—))/2, Beh
jennocraBHo camo f(x).

VY cBemy ocrasiom, ma u y JI0Kasuma, TBphema Koja ce OIHOCe HA PABHOMEDHY
KoHBeprennnjy ®ypujeoBor pema, MOTIYHO Cy HAJIWK omrorapajyhnm tBphemnma o
OOWYHOj, Tj. TaYKa 1O TavyKa KOHBepreHumjn. Jak mmajy ncra mMeHa.

Y nokasuma, MehyTtum, HE MO2KEMO 18 KOPUCTUMO TPUHIINT JIOKAJIN3AII]E, jep
oH yTBphyje camMo oOmuHy, a He U PABHOMEPHY KOHBEPIEHIIN]jy, ITO he yIHHUTH
IUXOBY TEXHUYKY CTPAHY CJIOXKEHUjOM.

15.13. CraB [Kpurepujymu paBHomepHe KouBeprenmuje 1]. Heka je f :
R — R 27 nepnonnuna dyHKIMja, ancoayTHo nHTerpabuiana Ha [—m, 7w|. Heka je
jom f HenpexkmumHa Ha [a, b].

a) ([unujes kpumepujym) Axo 3a mexo § > 0 unTerpas

Aﬂwimdt 0o(t) = flz+1) + flz —t) — 2f (),

KOHBEpPIrupa paBHOMEPHO 1o € [a,b], Tama S, (x) = f(x), mo = € [a, b];
6) (JIunwuyos xpumepujym) Ako 3a meko 6 > 0 dynruuja f y [a — §,b + 4]
3a0BOJbaBa, JIUIIIUIIOB yCI0B

(14) [f(@) = fy)l < Lz —y|*, 0<a<,

rana Sp(z) = f(z), mo x € [a, b];
B) Axo je f mudepennmjabunna y [a,b], u |f'(x)| orpanuuen y [a,b] Tama
Sp(x) = f(x), mo = € [a, b].

JTOKA3. a) mamo:

1 [T ot 1% 1"
S, - == — i 1/2)tdt = — — =L+ I.
n(@) = f(@) 7r/0 2sin(t/2) sin(n +1/2) 7r/0 +7r/5 Lt
[TpBo mokaxknmo na I, = 0. Hamwme, dynkunja t — m je pacryha dyukimja,

[a IPUMEHOM JIPyre TeOpPeMe O CPEIEb0] BPEIHOCTH HAJIA3ZUMO

£ ™
wly = 25%(5/2)/5 () sin(n + 1/2)tdt + ;/g g (t) sin(n + 1/2)t dt.

O6a unTerpasa y mperxomHoj (GopMyJin pABHOMEPHO KOHBEPTUPA]y Ka Hyau (mo
x € [a,b]), jep je Ha mpumep

Et+a

3
/ flx+t)sin(n +1/2)tdt = / f(y)sin(n+1/2)(y — z) dy,
) 0

—+x

ma pe3yJiTar cjenu nocie npumene aaunuone dopmysie u Puman Jleberose sieme
(3a sin u 3a cos).
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IIpemasnmo ma muTETpan 1.

5
L] = %/0 @xt(t)sirf(/;msin(n—klﬂ)tdt <
1 [ ]ea(®)] | t/2 M (9 |ga(t)]
= ;/0 t "Sin(t/2)‘dtg7r/0 t dt <e/2,

t/2
sin(t/2) )

IIpumedba: Y mperxomHoMm pacyhuBarmy BarkaH je pemocyen bOuparma. Jlakie,
3a JIaTo £, TPBO oapenumMo §, Tako na |I1| < £/2, u oHo He 3aéucu om n! 3arum
nahemo noBosbHO BeuKO 1, Tako 1a |I>| < £/2. Pemocen je Baxkawn, jep Iz, (a Tume
u ng) 3aBucu ox 0!

6) U3 yciaosa (14) cuenu na je
lpa(t)] = [f(x+t)+ flz—t) =2f(2)] < [f(z+1) = f(@)[+|f(z—1) = f(x)] < 2L[t|%,
lpa()] _ 2L

: < W, PABHOMEDHO IO Z, OAKJIE BAXKH YCJIOB IIPETXOIHE TAUKe.
B) ITosnarom npumenom Jlarpan:kose TeopeMe 0 Cpemrb0j BPEAHOCTH, U3 Orpa-

HUYEHOCTHU U3BOma cjaemau JIummmuios ycaoB ca o = 1. O

3a ¢ 10BOJbHO Masio u cBe x. (M je ropme orpanunveme QyHkuuje t —

mna je

15.14. Jlema. Axo je 3a neko § > 0 dyukuuja h monorona y [a — 6,b + 9],
Tana
5

lim h(z +1t)
A——+o00 0

sin At

dt = h(xz+), paBHOMepHO 110 Z € [a, b].

HokA3. Kao u y nokasy Jleme 15.10, mo morpebu npenedunumemo GyHKIIjy
h, rako na 6yne h(z) = h(z+). Tana

5 -
At
h(x—l—)/o Smt dt = gh(x+), jep je h orpanuvena y [a,b].

C mpyre cTpane, TpUMEHOM IPyTre T€OPEME O CPEIrbOj BPETHOCTH, HAJIA3ZUMO

sin At
t

dt = (h(z + 6) — h(z)) /5 S gy =

¢ t

5
/0 (hz + 1) — h(x))

A sin Y

= (h(x +6) — h(x) /

xe Y

dy =0,

jep je UpBU YMHUJIALL PABHOMEDHO OIPAHUYEH, & JAPYTH TEXKU Ka HYJIM U HE 3aBUCH
on z. (U oBue Baxku ucro obpassozkeme 3awro  Huje HyJsa, Kao u y naparpady
15.10) O

15.15. CraB [Kpurepujymu paBHomepHe koHBepreHumje 11]. Heka je
f: R — R 27-mepnoguyHa u ancosyTHO nHTerpabuiana dbyHKInja Ha [—m, 7).

a) (2Kopdan Jupuxaeos kpumepujym) AKo je f orpanndeHe Bapujaimje y [a —
0,b + d], 3a mexo § > 0, rana S, (z) = f(x), paBHoMepHo 1o x € [a, b];

6) (Jupuzaeos xpumepujym) Axo je f HenpekuiHa U UMa KOHAYHO MHOIO €K-
crpemuux Bpensoctu y [a — 6, b+ 6], rana Sy, (x) = f(z), paBaomepno o z € [a, b].
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JIOKA3. a) Kao u y nperxomHoM Oe/bKy, J0BOJBHO je JIoKasaru 3a pacryhy
dyukmujy f. Umamo

dt.

Sy () = 71T/0”(f(9c +t)+ fz— t))sirf(/t2/2) sin(n —: 1/2)t
12

Oyuknuja t — (i) je pacryha, y Hysn je jenHaka jeman, ma MpUMehYjeMo IpyTy
TEOPEMY O CPEIEbO] BPETHOCTH

dt+

1 [ t/2  sin(n+41/2)t sln(n+1/2)
E/ fx+tsin(t/2) t /f t

7/ f%“ sin(n+1/2)tdt = I + .
13

I, = 0 na ocuoBy Puman JleGerose Jlewme, jep je |f(z +t)/t] < M/E, 3at > &,
a M/£ je KoHCTaHTa, JgaKJie ANCOJYTHO M PABHOMEDHO WMHTerpabusina, JoK [; =
Zf(z+) = f(x)/2, upema nperxonHoj jemu.
Ha ciuuan mavun u

%/fo— t/2  sin(n+1/2)t

) it/ : dt = f(z)/2.

O

15.16. @PejepoBo jesrpo. 3HaMO Aa MOCToju Hernpeknana Gyukunja anju Oy-
PHjeoB pell IuBeprupa y HekojukuM Tadkama (mpumep qu Bya Pejmona). U Buie,
MOCTOj 1 HenmpekuaHa yHKnja anju OyprjeoB pen KOHBEPTHPa y CBAKO] TAUKH,
alm je Ta KOHBEPreHIWja HepaBHOMepHA. TakaB mpumep KoHcrpywmcao je Jleber
1906. VY Bexbamuma 5 u 6 mMoxke ce Hahu HEmTO jeIHOCTABHUjA KOHCTPYKIIH]ja,
Koja nmotude ox Dejepa.

C mpyre cTpane, HU3 Ce MOXKE ,,[TOTPABUTH * Y3UMAHEM APUTMETUIKAX CPEINHA
npBuUX n wiaHoBa. 1o je TBpheme mosuaro n3 naparpada 2.30. Hanme, ako Hus

x1_|_..._|_"1;n

(15 .

KOHBEPIHWPA Ka <y, OHJIA U T, KOHBEprmpa ka . [la obparHo Huje TavHO, JIAKO Ce
Buau nocmarpajyhu z, = (—1)".

Axo nu3z (15) KoHBeprupa OHJA Ka)KeMO Ja IO0JIA3HU HU3 T, KOHBEprupa y
hezapoBom cmucty. O mHTepeca je, makJie, MpOBEPUTH 1a Ju he3apoBa KOHBED-
rermyja OypujeoBor pera TOHOCH HEIITO BUIIE.

heszapose cpenune @ypujeoBor pena dyukmuje f cy

™
(16) C. Z Sp(z; f) = Z (x—t)= [ ft)Fu(x—1t)dt,

-7

rae je
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Dyukuujy F,(r) nasusamo @ejeposo jesepo. Excnmuuuran ob6nuk PejepoBor
jesrpa mobmjamMo Ha ciaemehm HAYHH

= 2n7r51n x/QZsm k—i— xsmf

B 1 i coskx —cos(k + 1)z

~ 2nwsin®z/2 — 2 B

_ 1 1—cosnzr 1 sinQ%
2n7sin® 2/2 2  2nm sin® £

15.17. Cras. @ejepoBo jesrpo uma ciaenehe ocobume:
a) Fn(z) = 0;
™

6) / F,(z)dx = 1;

—T

B) lim F,(z)dx =0, 3a cBe 6 > 0.
=t Jo< |z <

JIoKA3. a) Ouurnenno;
6) Kaxo je [* Dy(z)dz =1, 10 je n

n—1
™ 1 ™
[W F,(z)dz = - Z » Dy(z)dz = 1.
k=0
B) AKOj66§|$|SWOHﬂajeWSW,HajG
1 sin®nz/2 - 1
2n sin®x/2 T 2nmsin®§/2

0< F,(z) = = 0, paBHOMEpPHO MO T.

O

Kipyuna je ocobuna a) - nosurusaoct Pejeposor jesrpa. Oua omoryhasa na
ce nokaxke ma hesapose cpemure OypujeoBor pena paBHOMEPHO KOHBEPTUPAjy IO-
nasznoj dyuknuju. HapaBHo mom ycioBOM 1a je ped 0 HenmpeKuaHOj (pyHKIju.

15.18. Teopema [@ejep]. Heka je f : [—m, 7] — R nenpexnana bynkunja,
rakBa ga je f(—m) = f(w). Tana Tesapose cpenune C,, ®ypujeoBor pena paBHO-
MEpHO KOHBeprupajy Ka f(x).

JOKA3. @ynkuuja f ce MOxKe IPOmyzKuTU 10 27-nepuonuyne gynkuuje f*
KOja je, 30or ycmoBa f(—m) = f(w), rakobhe HenpexkmnmHa. Jla HE KOMIUIMKYjeMO
3anmMc W TO MpOIy:Keme hemo takobhe osmauasaru ca f. Uz (16), mocne cmene
t < x — t, IMamMo

Cula) — f(x)| = \ [ tte=0-sepmo dt‘ <

< / f(z —t) — f(a)|Falt) dt +/ OME,(t)dt = S; + Sa,
RS <|t|<m
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rae je M orpanuueme dyuknuje f. IIpBu cabupak ce MOXKe yIMHUTH MABUM Of €,
jep je f HempeKWIHA HA 3aTBOPEHOM MHTEPBAJTY, U TUME PABHOMEDHO HENPEeKUIHA
(Kanroposa teopema), na nocroju 6 > 0, takBo na u3 | —y| < J§ caequ |f(x) —
f(y)| < e. Ympaso 3a Takso 0, 6uhe |f(z —t) — f(z)| < ¢, xan [t] < §. pyrn
cabupak, mpeMa MpeTXOJHOM CTaBy TEXKU Ka HyJIU, U MPU TOME HE 3aBUCH Of L. L[]

15.19. 3amaxkama. 1° Hunaujesu u Iupuxse-2ZKopnanoBu yc/ioBu cy Hey-
nopenusr. Ha mpumep, dyuxunmja 2 sin% HUje OrpaHUYEHe Bapujaluje mna He
3anoBosbaBa lupuxite-2Kopmanos ycioB, anu je nudepeHinujabuina, u CTora 33,10~
BosbaBa ununjes ycioB. C mpyre crpane, dyukumja f(x) = jeé MOHOTOHA,

f(0+=z
f (;r)

_1
log ||
anm je JIBEPreHTaH MHTErpaJl.

2° Kipyuna dnmennna y mokasy ®@ejepoBe teopeme je nmo3utuBHOCT PejepoBor
jesrpa, omnocuo [ F, = [|F,| = 1. Tupuxseoso jesrpo nema ry ocobumy. [Ilra-
Bue, Moxke ce nokasaru 1a je [ |Dy(x)|dz ~ Clogn, xan n — +o0c. Hepasuo-
MEpHA OTPAHUYEHOCT WHTErpasia arcoLyTHe BPeaTHoCTH JIUpuXaIeoBor je3rpa u3Bop
je cBux mpobsiema. PasBojem GyHKIIMOHATHE aHAJIM3E, TAYHUje TPUMEHOM bamax-
MIrajaxaycoBor craBa, moryhe je Ha jeqHOCTABAH HAYUH JIOKA3ATH €I3UCTEHIIN]Y
dynkumja xoje cy koucrpyncanun nu bBya Pejmon u JleGer.

3° Y oxonmam Tavaka npekuaa dyskiuuje f kouseprennnja @ypujeoBor pena
MOpa OUTH HEpaBHOMEPHA, IITO 3HAYHU [1a Ce 3a JATy TAYHOCT € MOPa Yy3UMATU CBe
Bumie u Buie cabupaka. OBaj momarak ce y MHXKUEEPCKOM cBerTy HasuBa [ ubcos
pernomen. Ha caunm 8, npukazanu cy rpadunu gejuMudaux cyma Sy, S u Soq,
®ypujeoBor pena byHKunje sgn(z).

Crnuka 8

Nuawe, 'nbcoB dheHOMEH ce MOXKE CPECTU y CBAKOIHEBHOM KUBOTY. Ma Kakas
TOH, 3BYK, KOjU Ce IIpeHoCcH KabjioM, jecte nepuoauyHa GyHKmja (HANOH ce u3pa-
kaBa y ¢yHkumju on Bpemena). OCHOBHU nNepuon (MHXKUIHEPH KaxKy TaJjacHa
nyxxuna) onpebyje Bucuny rona. Yewhie ce ona uspazkaBa y repMuHUMa yudecra-
joctu (nau (bpEeKBEHInje) - PeUnpPOIHa BPETHOCT TajacHe mayxkuue. IITo Buma
yaectajoct To Bumwu TOH. CBu KabJIOBU, YK/BYUyjyhu m mururajHe, UMajy CBOj
dpekBenTHH orcer. 300r MOjaBe KOja Ce 30Be MHIYKTUBHOCT, KAOJIOBU HE IPOITYII-
Tajy dyHKIMje unja je dppeksernuja Beha om Heke GUKCHUpaHe W KOja 3aBUCH Of
TEXHUYKUX KAPAKTEPUCTUKA. Y MPAKCH TO 3HAYM JIa C€ TIEPUOAUIHE CUTHAJ, HAKOH
poJiacka Kpo3 KabJl mperBapa y JejauMudny cymy S, csor ®@ypujeoBor pena, npu
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geMy je 6poj n ompehen kBajuTeroM Kabsa. YKOJIUKO HA yja3y Johe HO HAarImx
CKOKOBA HAIIOHA, HA IPUMED, aKO 3arpebere HOKTOM M0 MUKPOMOHY, OHIA je yIia3Ha
dyukImja 6yIKCKa IPEKUTHO], A HA n3J1a3y, 300T HepaBHOMEPHE KOHBEPIEeHIIHje T0-
6mjamo phary ampokcumannjy. Ham caroBopumk he mopen rpebama dytn n 61aro
kpuame. OHO ce MOYKe IyTH U Ha TeJIeBU30pY, paany un 6mio rae apyrae. Ocum Kp-
Jamba, IpoMeHe y 00ju ToHa cy takohe npucyrtre. urunranna tenedonunja mpeHoCcH
T3B. OfIONPKeE, Tj. yMecTO GYHKIIIje MPEHOCH HEeHY BPEIHOCT ¥ YBOPOBUMa. I'ycTuHa
9BOPOBA j€ MOENIeHA TAaKO /13 OAroBapa (PPEKBEHTHOM OIICETy TOBOPAa, KOju HHje
napounto Besuku. Otryna ce nobuja anmpokcuMmanuja Koja je JTOBOJbHO 100pa jia
pa3yMeMO CaroBOPHMKA, aJIN JIOBOJHHO JIOMIA, A CBU KarXKEMO , APYKUIHje 3BYIHII
npeko Tesedona’. McTo Baxku u 3a nmperepaHo KOMIpuMoBaHe mp3 ¢hajJioBe.

OIIEPAIINJE CA ®YPUJEOBHIM PEJOBUMA

Panuje cy nmokaszame teopeme 0 mudepeHINpamy W WHTETPALN)U PEIOBa, UJIaH
IO 4JIaH, KOjU Ce OCJIamajy Ha PAaBHOMEPHY KOHBepreumujy. DypmjeoBm pemosu,
HAKAJI0CT, PABHOMEPHO KOHBEPIHUPA]y MO BeoMa jakuM ycsaoBuma. Melyrum, na-
rerpanuja u audepennupame OypujeoBux penoBa MOXKE Ce ONPaBIATH M JIPYTUM
Meronuma, 6e3 003upa Ha PABHOMEPHY KOHBEPTEHIIN]Y .
15.20. CraB [mmudepenmupame]. Heka je [ : [-7,7] — R nndepennmja-
6unna dyskuuja u weka je f(—m) = f(w).
o0
a) Axo f(z) ~ % + E (an, cosnz + by, sinnz), oHna je
n=1
“+ o0
(17) f(zx) ~ Z(nbn COSNT — Ny, SINNT).
n=1
6) Ako f' ucnymasa Heku o ycsoBa u3 reopema 15.9 wmu 15.11; onna y (17)
BaXKU JETHAKOCT.

JLokA3. Nmamo

an(f') = L f(z) cosnxdx = 1 /7T cosnzdf(x) =
™ J_x Ly
= %f(x) COS NT :r - 71r/7; f(z)(—nsinnz) dz = nb,(f),
a rakobhe u
bo(f') = % 7; f(z)sinnxdr = 711_/: sinnzdf(z) =
= %f(x) sin na 7: - % ! f(z)ncosnz)dr = —na,(f).

-
IIpumedba: Mehyqian y napuujasanoj uHTerpanuju y npsoM ussohemy anyaupa

ce 36or f(—m) = f(m).
6) Cnenu us Teopema 15.9 u 15.11 O
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15.21. CraB [unrerpanujal. Heka je f : [-m, 7] — R ancomyTrHO mHTErpa-
ounna QyHKIHT]ja,

+o0
ap .
flx) ~ 5 + Z(ak cos kx + by sin kx),
k=1
upu yemy Huje 6utnHO na i men Oypujeos pen Kouseprupa wim He. Taja 3a cse
a, f € [—7, 7| Baxkn

5 8 ag too op
(18) / flz)dx = / > dz + E / (ax cosx + by sin kz) dx.
* @ k=17

Joka3s. Iocmarpajmo Gynkmujy F(x) = fow(f(t) —ap/2) dt, koja ce paznukyje
on unrerpasa dbynknuje f 3a agx/2. Koebunmjent ag/2 cMmo momanu y uHTErpas na
6u F 6una nepuoguana; nauve, tana je F(m) — F(—x) = [T f(t) dt — 2mag/2 = 0.

Heka cy A,,, B, @ypujeoBu koedunujentu dyukuuje F. Tamza umamo

T 1 T T .
TA, = / F(z)cosnzdr = EF(CC) sinnx| — / smnnx dF(x) =
— /Tr (f(x) - @> sinnzdz =
= /. 5 =
1 T 1
= ——mb, + a—o/ sinnrdr = ——mb,
n 2n J_, n
U CJINYHO
™ 1 ™
B, = F(z)sinnzdr = — —F(z)cosnx| — / oS dF(z) =
o n . e on

%/j (f(x) - %) cosnzdr =

T

an(f) do /Tr cosnxdr = Ian(f).

n 2n J_, n

Mebhyuian y napumjasiHoj mHTErpanmjun y apyroM m3Bohemy anyampa ce 300r jemi-
Haxkoctu F(—7) = F(rw). Tako umamo

A X[ b ag .
(19) F(x)~2+kz_l<—kcoskx+ksmkm ,

npu YeMy joml jenuHo HucMO uspadyHaau Ag. Y Ty c¢Bpxy, yBpctumo x = 0y
nocsienmwy dopmyiy, na kako je F(0) = 0 nanasumo
(20) Ao = by,
2 k-
k=1
Hoxazkumo jour na y (19) Bazku 3uak jennakocru. Oynkuuja F uma orpanudeny
Bapujanujy, jep je

s

SR — Pl <3 [ 170 —aof2lae < [ 170 aof2l

—T
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na Mozkemo npumenutu 2Kopaan-Ilupuxieos kpurepujym. Tako kombunyjyhu (19)
u (20) Haa3uMoO

= b = bk ar
F(x) = -+ ——coskx + —sinkz |,
k k k
k=1 k=1
OIIHOCHO
r a X/ a
f)dt — 2z = (k(l—coslm)—i—ksinkx) ,
0 2 pt k k
a 1o je ynpaso dopmysa (18) y mocebuom ciyuajy o« = 0. Ounwry mobujamo,
Oy 3UMAHEM ff = foﬁ—foa. O

IIpumedba: Y mokasy cMO KOPUCTUJIA TEOPEMY O TMAPINjaJIHOj HHTETPAIIU 33
CrunrjecoB uHTErpas, u Beropo csoheme na Pumanos. O6udna Teopema 0 mapiiu-
jaJiHOj MHTerpauuju HUje NOBOJbHA jep NPEeTIOCTaB/ba HelPeKuJIHOCT GyHKuuje f.
Hokas ce moxke m3BecTn n 6e3 mo3mBarma Ha CTHITjecoB WHTErpas, Kao MiTo je To
yobuyajeno y crapujum yibeHunuma, u To myrem OyOuHUjeBe TeOpeMe.

OYPNJEOBUM PEJOBU ¥V YHUTAPHUM ITPOCTOPNUMA

15.22. Jemnocrasuocr ¢dopmysa (6) 3a uspauynaBame PypujeoBux koedu-
uujeHara, nosasu on ocobuna (3) ga ce uHrerpasud npoussoia ase GyHkuuje us
ckyna B = {1, cosz,sinz, ...} aHynnpajy.

To maBomgm Ha MoOMKCao 1a ce jemad geo npude 0 PypujeoBuM penoBuMa MOXKe
MpeHeTn U Ha Ipyre cucreMme (GyHKIWja Koje mMajy mcTy ocobmuy. Bwume om Tora,
koutent PypujeoBux penoBa, MOXKe Ce alcTPaKTHO 3acHoBaru. Hawmme, wHTErpas
npoussona [ f - g uma 0cobuHe CKaIapHOr IPOM3BOAA, HOjMA IO3HATOL U3 JIMHEAP-
e anrebpe. Crora hemo y oBoM ome/bKy paszButu Teopujy ®@ypujeoBux pemoBa y
arcTPaKTHOM OKpy2Kemy. HapaBHO camo y HajoCHOBHEjeM OOUMY.

15.23. Hedununuja [Yuurapau upocropu]. Ipe ceera, naliemo gedbnun-
Ujy YHUMAPHO2 WU NPedrusdepmosoz mPOCTOPA.

Bekropcku npocrop X (man nossem C) je yHUTapaH akO HA EbeMy IIOCTOjU
dbysxumja (-,-) : X x X — C, ca cnenehnm ocobnrama:

1° (z,2) > 0 u (z,x) = 0 ako n camo ako je x = 0 (camnum tuM (z, ) je yBeK
peaJiHo);
2° <y,$> = <a:,y>;
3° (A1 + Aoza,y) = A1 (T1,Y) + A2 (@2, y) (A1, A2 KOMIekcHE Gpojesn.

U3 oBux ocobmHA jemHOCTABHO ce m3BOmu 1a je (T, u1y1 + foy2) = 1 (T, y1) +
iz (z,y2), kao u (0, z) = (z,0) = 0.

VY cBakoM yHUTApHOM OPOCTOPY, npeciaukaBambe X 3 x +— ||z|| = /{(x,z) je
KOPEKTHO neduHUCAHO u nMa ocobmue HOpMe. Tako je cBakyu yHUTApaH IIPOCTOP
VjEOHO U HOPMUPAH BEKTOPCKU MpocTop. OOpaTHO HUje TAYHO jep TOCTOjeé HOPpMMU-
pPaHU BEKTOPCKU TPOCTOPH, [JI€ HOPMA HUje YBEIEeHA MPEKO CKAJAPHOT MTPOW3BOIA
wutu je moryhe ysecru je tako (Bumu BexOGame 8). Ilomoly mopme moryhe je
nedbuHECATH METPUKY, KAO IITO CMO Buieau panuje, ca d(z,y) = ||z — y||, na je
CBAaKM YHHTAPAH MPOCTOP METPUYKH MPOCTOP. AKO je jomr KOMILIeTaH, OHZA Ta
30BeMO Xuabepmos npocmop.
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OCHOBHY TIPEIHOCT y Py Ca YHATAPHUM MPOCTOPUMA Y OTHOCY HA HOPMUDAHE
BEKTOPCKE IIPOCTOPE aje MmojaM OPTOrOHAJTHOCTH BekTopa. Hamme kaxkemo ma je
z Ly (z oproronasnno na y) ako je (z,y). JacHo je na je HyJja BEKTOD OPTOrOHAJIAH
Ha CBAKWU IPYTU BEKTOP.

Y cnenehem craBy msioxkulieMo HAJOCHOBHMja CBOjCTBA CKAJIAPHOT MPOM3BOIA.

15.24. CraB. Y CBaKOM YHUTAPHOM MPOCTOPY BaXKU

a) [z + yl[2 = I|e||? + 2Re {z, y) + [yl %

6) | (x,y) | <|lz|||ly|| (Komu-IIsapuosa nejennakocr);

B) aKO Cy &1, ..., T, Me]ycoOHO OpTOroHaIHU BEKTOPU, OHAA j€

|2y 4 -+ zp||? = ||z1]|* + - 4+ ||zn||* (TIuraropuma teopema);
r) Ako z, — x ouna (x,,y) — (r,y) (HENPEKUIHOCT CKAJIAPHOT MPOU3BOMIA.

JIOKA3. a) 3 nebununuje je

lz+yllP=(x+y,2+y) = (z,2) +{z,9) + y.2) + (y,y) =
= ||z[|* + (z,y) + (y, z) + ||[y]* = ||=]|* + 2Re (z,y) + ||y||%;

6) AKo je jemam o BEKTOpa I, Y jeIHaK HyJIM, HEJeIHAKOCT je TPUBUjAIHA. 3aTO
npernocraBuMo z,y # 0. 3a mMa koju ckasiap A, 300r &) BaxKu

0 < [l + Ay|[* = [l2[]* + 2Re Xz, y) + |A[*[ly]*.

Hamecrumo sromno A, 1o ject A = — (y, x) /||y||?, ma mobujamo
(=) 12 [y Pl | (2, ) |?
0 < [l — 2 ms— + 1 =ll=l* = 7
[yl Iyl [yl

OJTaKJIe CJIEON Pe3yJITaT;

B) AKO Ccy x u y OpTOroHaJHU, OHA je (x,y) = 0, ma pesyJrar, y ciaydajy n = 2,
csenu u3 Tadke a). Onmru ciydaj nomoly uHmyKuuje;

r) , — x y crBapu 3Hauu ||z, — z|| — 0. Ha ocmoBy Komm-IIIBaprose
HejemHakocTn nMaMo | (zn,y) — (2, y) | = [ {&n — z,9) | < ||zn — || |ly|]| — 0. O

IIpumedba: Tlome ckamapa ce, 6e300IHO MOXKe 3aMeHUTH ca R, ¢ TuMm mTo y
ocobunm 2°, Tpeba urHOpHUCaTH KOMILIEKCHO KoHjyroBame. Tama Komu-IIIBapiosa
HejemHaKocT omMoryhaBa medumHHINjy yrima m3mehy maBa BeKTOpa, jep KOJUIHUK
(@, y) /llz|| llyl| € [-1,1], ma ce Mmoxke mporyiacuTi 3a KOCHHyC HeKor yriaa u3 [0, 7).
Ho, to sam mehe 6urtu morpebHoO.

15.25. Hedununmuja. Heka je X yHurapas mpocTop W HEKa je JAT CUCTEM
dbysxumja B = {e1,...,ex,...} C X.

a) Kaxemo ma je B opmozonanan cucmem, axo 3a j # k Baxu ejley, 1j.
(ej,ex) = 0;

6) Kaxemo na je B opmonopmupan cucmem, ako je OPTOrOHaJaH U 3a cBe k
BaxM ||eg|| = 1;

B) Heka je z € X, n B oproronanan cucrem. Bpojese (z,ex) /|ex||? nasnamo
Dypujeosum Koepuyujenmuma BeKTopa x y onnocy Ha cucreM B. Te koedurnujente
oznauaBaliemo ca oy () mwiu caMmo aj aKO HeMa OMACHOCTHU Of 3a0yHe.

Hamaspe hemo paauTu ca OPTOrOHATHEM CHCTEMHUMA, y3 HAOMEHY Oa (hopmyie
MOIPUMA]y jeIHOCTABHUjU ODJIMK AKO je CHCTEM jOII M OPTOHOPMUPAH.
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15.26. Cras. Heka je X yHuTapas npocTop ca CKajapHUM MpOU3BOAOM (-, -),
7 HeKa je e; j = 1,2,... HeKM opToroHamaH cucreM y X W HeKa Cy Qj HErOBH
OypujeoBn koebunmjentu. Tama BaxKu:

a) Axo cy [ 60 KakBU KOMILJIEKCHN GPOjeBH, Tama je

(21) ||9C—Zﬁkek||>||w—zak€kll

k=1 =

Hpyrum pednma n-ta geumudsa cyma @ypujeoBor pena Sy, je O CBUX JIMHEAPHUX
koMmbuHanuja GyHkumja u3 ckyna {ei,. .., e, Hajoummka byakuuju f (y merpuiu
upocropa X ). (Excrpemasnno cojcrso @ypujeoBux koeduumjenara.)

n

6) > |axl?|lex]|? < ||x||? - Becenosa mnejenmakocr;
=1

+oo
B) Pen Y |ai|?||ex||? xomBeprupa, u mocebno, Hu3 ay||ex|| Texxn xa mysm.
k=1

JTokA3. a) Heka je S, = ZZ:1 ager. Tana 3a m < n Baxu

n

(22) (= Spyem) = (2, em) — Zak (e em) = amHemH2 - CVmHemH2 =0,
k=1

jep je 3a k # m, (eg, em) = 0.

Oryna, ako je T, = Y.}'_, Brek, onna je S, — T, iuneapHa KOMOMHALL]A BEK-
TOpa €1, ...,€ey,, Ia je oproroHasna Ha r — S,. Tako, 36or Iluraropune reopeme
nMamo

Hx_TnHQ = H(x — Sp) + (Sn _Tn)H2 = Hx_ SnH2 + HSn _TnH2 > || — Sn||2§
6) U3 (22) mmamo (x — Sy, S,) =0, ma je
lz = Sul[* = (& = Sp, & = Sn) = (2 = Sp, ) = [|2]|* = (S, z)

a rakobe u

k
(Swa) =3 an lep,zy = 3 HEeu [ Heng ka\ lex] 2,
k=1 k=1

OJIaKJIe CJenn

n

(23) 0 <l = Sall® = ll2]* = D lawl*[lexll;
k=1

B) Ciienu us 6). O

T'eomerpujckumM je3snKOM, TPETXOMHU Pe3yaTaru ce MOory (hOpMyJIHMCATU U TAKO
mTo je .S, OPTOrOHAJIHA MPOJEKINja BEKTOPA T HA TOTTPOCTOP PA3areT BEKTOPUMA
€1,...,€n. Jlormuno je, onma, pehu na je cyma ®@ypujeoBor pema (ako mocroju)
OpPTOrOHAJIHA NPOjeKIja Ha MOTIPOCTOP NeHepUCAaH CBUM BEeKTOpHUMa €j, j > L.
ITocraBma ce nmpuponmo nutame: Jla ju je Taj MOTIPOCTOp jemHak memoM X Win
nocroje Heke dyHKIHje Koje Ty Hucy? OHAroBop 3aBUCH Ol OPTOrOHATHOL CUCTEMA
7 OKapakTepucaH je caenehum tBphemem:
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15.27. Teopema. Heka je X ynurapan npocrop, €;, j > 1 Heku opTorosaJjan
CHUCTEM.
a) Cuienehu ycsioBu cy meljycobHO ekBuUBaIeHTHU:

() Cxyn cBuX JIuHeapHHX KOMOHHAIU]a BEKTOPA €; je CByHAa IYyCT y .
“+o0o
(#) 3acmako x € X, pen Y, apey KOHBEPrupa Ka & y HOPMU mpocTopa X, To
k=1
ject
~ (2, ex)
k
lle = Sull = Il =Y el = 0;

2 erl?

(ii1) Baxku
|z[|* = Z|Oék| llew| | = Z‘ = eﬁ2 (TTapceBasoBa jeaHaKoCT);

(iv) 3a cBako x,y € X Baxku (Sp,y) — (z,y);
6) CBaku 01l NPETXOMHUX YCJIOBA MOBIAYH
(v) Bacse xz € X, u3 (r,e;) =03acse k> 1 cnequ = = 0,

a ako je X KOMILTIETaH, OHIA BazK¥M 1 OOpaTHA MMILIKAIIN]A.

JIOKA3. a) (i) = (i) je ouuryienHo;

(1) = (i) Heka je € > 0 naro. Tazga mocroju KOHaYHA JMHEAPHA KOMOMHAIM]A
Ty = 212, Brey Gasnux BekTOpa, Taksa na je ||z — Tp,, || < . 360r excrpemannor
cBojcrBa @ypujeoBux koedunujenara (21), ouna je u ||z — Sy, || < €, a kako je Hus
||z — Sy,|| (36or (23)) omamajyhu, To caemn pesymrar;

(i) < (i41) coenu u3 bopwmyae (23);

(i) = (iv) Hemocpento ciemu U3 HENPEKUIHOCTH CKAJIAPHOD IIPOU3BOIA;

(iv) = (ii) U3 (22) umamo (z — S, S,) = 0, maje ||z —S,||? = (x — Sp, ) — 0,
upumeHom yciosa (i) Ha y = ;

6) (i7i) = (v) Axo je (z,er) = 0, onma je ma ocuosy (ii), ||z||*> = 0, 1j. = 0;

(v) = (i) Cana npermocraBbamo na je X Kommieran. IIpBo JOKaKuMo ja

“+o00
pen Z Q€ KOHBEPTUPA. HM&MO, Ha OCHOBY OPTOTOHAJIHOCTHU

k=1
m m m
< > awer, Y akek>= Do lanlllerl <

k=n+1 k=n+1 k=n+1

32 JIOBOJLHO BeJIMKE M, M, jep je TOCJIeIbN M3Ppa3 OCTaTaK KOHBEPTEHTHOT pena.
Crora je HE3 HeuMuYHOX cyMma Hamrer pena Kormmmjes, ma je 1 KOHBEPreHTaH, jep je
X KOMILIEeTaH.

Youumo BekTOp

—+oo
Yy=x — E ALCL .
k=1

36or OPTOTOHAJIHOCTU CHUCTEMa €} W HEMPEKNIHOCTU CKaJIapPHOT IIPpOMBOIA, 3a CBE
m mMaMO

(Y, €m) = (@, em) Zak ek em) = (T, em) — e[ = 0.
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Oryna je y = 0, ogrocHO BaxKwu (ii). O

IIOTIIYVHOCT TPUTOHOMETPNJCKOI' CUCTEMA

Sak/bydny MPETXOMHOr OeJbKA BaxKe y OIIITeM CIy4dajy. Y OBOM OIEJbKY
npuMennlieMo ux Ha TpuroHoMerpujcke OypujeoBe pemoBe.
15.28. Hedununuja. ledunumemo ckymn

R?[a,b] = {f : [a,b] — C||f(z)|* unrerpabuana},

u ckanapuu npousson, (-, ) : R?[a, b] x R*[a,b] ca

b
(24) <ﬁm:/fwaam.

Ocobune 2° n 3° ckaylapHOT TPOU3BOIA Ce jeTHOCTABHO MPoBepaBajy. MehyTuwm,
MOCTOj 1 TTPODJIEM, TOIYIIE OTKJIOIUB, ¥ TOME IITO OCOOMHA 1° cKaTapHOT IIPON3BOIA
nuje ucnymena. Haume, moxke Guru aa je f; |f(2)|>dz = 0, a na npu Tome f me
Oyme MIeHTnYKN jennaka Hygu. Ha mpumep, GyHKITja KOja ce pasjinKyje oI HyJie
y KOHAYHO MHOrO Tadaka. 10 3a MOCTEeIuIly nMa TO Ja IpecjinkaBaimbe d, 1aTo
cad(f,9) = If —gll = V{f —g,f —g) auje merpuka Beh nceymomerpuka. Kao
1y ciydajy ICeyJIOMeTPUYKHUX IIPOCTOPA, OBaj MpOOJeM ce pelraBa MpeackoM Ha
KOJMMYIHUYIKNA CKYI KOju ce I00Mja Kaaa ce OCHOBHH TOCEYe IO 3TOMHO OmabpaHoj
pesanuju eKBuBaJIeHIIje.

Kaxkemo na cy f u ¢ eKBUBaJIGHTHE U OUOIEMO [ ~ ¢, aKo je fab|f(x) -
g(z)|?dxr = 0. CacBum je jemHocTaBHO J0Ka3aTw 1a je ~ jeiHa peaimja eKBU-
Basternuje. Huje Temko HE m3BecTH [1a ce Ta peanmja CJaazkKe ca OmeparujamMa
cabupama BEKTOPA, MHOYKEEA BEKTOPA CKAJIAPOM U CKAJAPHOD MHOYKEEHA, OIIHOCHO
13, BaXKM:

fe~AiNg~g=Ff+g~fi+g, M~ A, (fg) = (f,o1),

mTo omoryhyje /1a ce Ha KOJIMIHUYKOM CKYITy
R?[a,b] := R2[a,8]/ ~

Ha, KOPEKTaH HA4YWH yBeNy omeparmje +, « u (-, ), OTHOCHO CTPYKTYpa yHHUTapHOD
mpocTopa.

Ocraje jom ma ce nposepu aa je unrerpai y (24) ysek kouseprenrad. CurypHo
je cBe y pemy ako ymecto ckyna R|[a, b] mocMarpamMo meroB mOacKyn (3ampaBo BEK-
TOPCKH TIOTTIPOCTOP) KOjU €€ CACTOjU UCKJbYUUBO OfI orpanndenux Gynkumja. Tama
te nac Kommu-IIBapuoBa HejennakocT npumemena Ha dbyukunje | f| n |g| yBepurn ga

je ['1fgl < +/J1fI1? [ g|?, u To na ma koM unrepsaiy. 1 cana je npobGiem pemet,

jep je mecna cTpana nocsIe/Ie HejeTHaKOCTH OrpaHnYeHa, ona Kaaa f, g € R?[a, b].
Enementu ckyna R? cy, 1akako, K/jace eKBUBATCHTHHX (BYHKIHja U Tpebasio
6u na ux osxauaBamo ca [f|. Mehyrum, mu fiemo u mopen rora nucaru mpocro
f, ymecro [f], jep y Hamem ciaydajy jenaH IPENCTABHUK KJIACE TOBOPHU CBE O IEJIO]
KJIACH.
Kouseprennujy y merpuukoM mpoctopy R?[a,b] nasusamo cpedmwe xeadpammna
KoHBeprennuja. Jakme Hu3 f, cpemme KBaIpaTHO KOHBEPrupa kKa f ako m caMo

b
axo [ |fn— fI*> = 0.
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15.29. Cras. Heka cy mare dyukuuje s, (x) = sinnz, ¢, (x) = cosnz, co(x) =
1/+/2. Cucrem dbynxmuja B = {1,¢1,51,...,Cn,8n, ...} je OPTOTOHATAH CHCTEM Yy
npoctopy R2[—m,7]. U Bume HopMa cBake (GyHKIHje U3 TOT CKyTia jelHaKa je /7.

JIOKA3. Baucra, pesaiuje (6) ce Mory sanucaru Kao

T, m=n T m=n
msyCn) = ’ msSn/) = ’ m>Sn) = 0,
(em: en) {O, m#£n (5m sn) {O, m#£n {em, 5n)

IITO je JOBOJHHO 33 TOKAa3. O

15.30. Cras. Heka f € R*[-m, 7] u f(z) ~ % + Z ay, cos kx + by, sin k.

a) Baxe jennakocru ag = %\/5 (f,co), ar = = (f, Ck> bk = = (fy k)
6) Ako cy ¢g u dj, 6UI0 KAKBU KOMIJIEKCHU 6pOJeBI/I, Taga je

n n
[lf — (co+ Z(ck coskx + di sinkx)|| > || f — (ap/2 + Zak cos kx + by sin kx)||.
k=1 k=1
Hpyrum peunma n-ta geaumudna cyma Qypujeosor pena Sy, je 011 CBUX JTHHEAPHUX

koMmbuHamja pyakuuja us ckyna B uajosmxka dyakuuju f (y cpemnmbe KBaIpaTHoj
MEeTPHUIW).

B) aol?/2 + Z (la|? + [br]?) < 2 [7_|f(x)|* dz - Becenopa nejennakocrt;
r) Pen Z (Jax|?® + |bx|?) KouBeprupa, u Moce6HO, HU30BH aj, by, TexKe Ka HyJIu.
k=1

JTokA3. ITpumennmo Cras 15.26 Ha oproronanan cucreM {c,, Sy |n > 1,m >
0} ommcan y nperxomsom Crasy. O

Kao n y ommrem cirydajy, MpeTXOIHN PE3yJaTaTH C€ MOTY T€OMETPUjCKU TyMa-
9UTHU TAKO ITO je S, OPTOrOHAJIHA Mpojeknuja dbyHKnuje f HA MOTIPOCTOD Pa3aIeT
dyHKIIjaMa €y, C1, S1,- - Cny Sp-

15.31. Teopema [mormyHocT TpuroHomerpujckor cucrema). Hekaje f €

400
RE[—m, 7] u f ~ag/2+ Y. axcoskx + by sin kx.
k=1
a) CKyn cBUX TPUIOHOMETPHjCKMX MOJMHOMA, OJIHOCHO KOHAYHMX JIMHEAPHUX
kombunanmja dynkuuja us B je ceyna ryer y R?[—m, 7);

6) Sy (z; f) KoHBeprupa cpenme KBaIpaTHo Ka f, To ject ||f — Sy, || — 0;
B) Baxn

1 (7 2
f/ |f(z)|? dz |a0\ + Z lar|? + |bx|*  (ITapcesanosa jenmakoct);

™ —T
r) Axo je g € R*[—m, ], ouna [ S, (z)g(x)dz — [T f(x)g(x)dw;
1) Ako je g € R*[—m,m|u [g= [gcoskx = [gsinkz =0, ouna je [|g|*> =0
OITHOCHO ¢ je HyJia BEKTOP Y KOJIMYHAYKOM npoctopy RZ.

JOKA3. a) 1°-kopax. IIpe cBera mOKazKuMO Ja PaBHOMEDHA KOHBEPIEHLIUja
HenpekuIHUX (PYHKIM]a MOBJIAYU CPEAHEKBAApaTHy. 3a Henpekuany Qyukuujy f
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NMaMO:

™ T 2
1A=y [ |f<x>|2da:s\/ [ (L 1500) do =V max 1700

Ako Hu3 HenpekuaHux QyHKIUja f,, pABHOMEPHO KOHBEPIrUpa Ka f, OHIa

max | fu(t) = f(t)] = 0,

—m<t<m

ma, TipeMa mpeTXonHoj Hejenuakoctu || f, — f|| — 0.

2° xopak. 3a mary, KBaaparHO wHTErpabuiHy GYHKOUjy f U 33 MPOU3BOJHHO
€ > 0, nocroju HenpekuaHa GyHxuuja fo, Taxsa ga je ||f — fol| < e.

Baucra, ako je f orpanmdeHa oHua fo H0OUjaMO KaO a0 MO [I€0 JIMHEAPHY
dbyukuujy cnajajyhu rauke (zk, f(xr)) roe cy xp nogeone rauke nopese P, rakse
na je S(P) — S(P) < €2/2M, rtne je M ropme orpanmteme dbynxmmje |f|. 3ancra,
tama hie 3a ma koje t € [zp_1, 2] Ourn

|f(t) = fo(t)] < 2M|f(t) — fo(t)] < 2M,

OITHOCHO

Tk
2
[ 150 = 0P <2280, - (01— 1),
Tr—1
TO Kaja mpocymupamo noctaje || f — fol|? < 2M(S — S) < €2

AKko je f KBagparHo UHTErpabU/IHA Y HECBOJCTBEHOM CMUCJLY Ca HECBOjCTBEHUM
TA4KaMa C1, . .. Cp, TAAA HOCTOje JOBOJbHE MaJse okosnHe Uj Tadaka c;, TAKBe Ia je
Zij |f]? < e%/4. Axo je f = f Ban ckynosa Uj, a na U; jennaka myan, OHzA je

f orpanmaena u ||f — f|| < e/2. Hperxomunu ciyuaj npumennmo ua bysKuHjy f.

Hocaedwu xopax. Ilpema ®PejepoBoj T€OpeMU, MOCTOjU HU3 TPUTOHOMETPH)CKUX
nonunoma T, (x) crenena radno n, rakas na 1,, = fo. Tama, npema npBom Kopaky,
u ||T, — fo|l| — 0, ma je 3a moBosbHO Besuko n Oryma

T = fIl < IT0 = foll +1lfo = fll <e/2+¢/2 =&

6)-1) Cse ocrase tauke ciene u3 a) u Crasa 15.27 O

15.32. 3anmaxkarsa. 1° TpuroHomeTpujcku per ce JIEMO, 9aK MPeJIeno MOHAIIIA,
y OIHOCY Ha CPEehe KBaJIpATHy KOHBEPTEHIH]Y, JAKIe YBEK KOHBEPrupa MOJIa3HO]
dbyukuuju. IIro ce tuve obuune (Tavka 110 TAYKa) U PABHOMEPHE KOHBEPIEHLU]je,
KaKO €MO Bupesu, tpuroHoMerpujcku OypujeoB pell ce OmMpe CBAKOM JIEIIOM 3a-
KJBYUKY. JloKaszaam cMo /13 paBHOMEpPHA KOHBEPIeHINja TOBJIAYN U OOUYHY U CPEJI-
e KBAJIPATHY, a 13 OOMYHA He MOBJIaYn paBHOMEPHY. Y Bexkbamy 10 mara je ckura
JI0Ka3a Ja Cy Cpeambe KBaJIpaTHa M O0OMYHA KOHBEPIEHIINja HEYIIOPEOnBE, TO jecT 1A
HUjeIHA OJ IHbUX He MOBJAaYuM OHY Ipyry. Tume, jacHO, U3 Cpearbe KBaJpaTHE HE
cJIeIn paBHOMEPHA.

2° Moske ce joKazaTh (a 3a To BumeTH Bexkbame 28), na mpocrop R2[—m, 71| =
R2[—m, 7]/ ~ HUje KOMTIeTaH METPMYKU MPOCTOP, MTO y Ma/bUM pazMaTpambuMa
MOXKe Ja HampaBu mpobsieme. Kao mTo je mo3HATO, OH ce MOYKE JIONYHUTHU /10 KOM-
ILJIETHOT METPUYIKOr mpocTtopa. MehyTum To mpomupemne je cKyn KJiaca mehycobno
exsusasentHux Komujesux nusosa y R?, nakie objexara ca KOjuMa HUje IPUjaTHO
paautu. Mporo 6u Jenme 6uio na ce R? HEKAKO yTOIM y KOMILIETAH METPUYKU
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npocrop 4uju cy eaementn ¢yukuuje. TakBa morpedba Mozke OMTH OCTBApEHA YKO-
JmKo ce ymecro PumanoBor y3me Jleberos uarerpas, aiau To Beh ussiazu u3 okBupa
KJIACUYHE aHAJIH3E.

3° Ommrre pesyJsiTare MPUMEHUJIM CMO CAMO y jJEIHOM CJIy4Yajy - HA KOHKpPE-
TaH yHUTapaH mpoctop RZ[—7, 7], n KOHKpeTaH opToroHajan cucteM (GyHKIH]a.
[Ipumepn npyKumjux yHUTApPHUX MPOCTOPA, OJHOCHO CKAJAPHUX MMPOM3BOMA J100U-
jajy ce ymorpebom 13B. Texkuncke dbyukuuje. Haume, ako je w : [a,b] — R mo3u-
tusHa yukuuja (w(z) > 0), oHOa je cKaJlapHu IPOU3BOL

(f. ) = / f(@)g@w(z) dz,

KOPEKTHO He(UHUCAH HA TPOCTOPY

b
R?*([a,b],w) = {f : [a,b] — R| / |f(z)]*w(z) dz xomseprupa},

y3 HEM30E2KHO CEYEHe IO PesIalliji €KBUBAJICHIIN]E,
O cBemy oBoMe Buieru Buine y BexkOamuma 29, 30, 31.

®YPNJEOB NHTEI'PAJI

15.33. DypujeoB pem nMa CMUCIA aKO je [ mepuommdHa (GyHKIHja, WM MaK
nedbuHuCcaHa HA KOHAYHOM cermenty [—, 71|, Wcra npuya Mozke ce cipuyar u Kaja
ce maTEpBA [—T, m| 3amenn mHTEpBasoM [—[, 1] (WM Ma KOjUM IPYTrEM KOHAYHHM
UHTEPBAJIOM), KA0 1WTO je 10 onucano y naparpady 15.6. Mebhyrum, upobiem na-
CTaje aKko KeJIMMO 13 pa3Bujemo y OypujeoB pen HEKY Henepuoandny (byHKIN]Y HA
9UTaBOM JIOMeHY, TO jecT Ha R.

Nneja je ma npeBasubhemo mpobsem tako mTo hemo GyHKImjy passutn y Dy-
pujeos pen ua [—[, 1], a 3arum nosehiaBaru [, 0oqHOCHO 1ycTUTH JMMeEC Kaj | — +00.
®@ypujeos pen menepuonuune dbynkuuje Ha mHTEpBany [—[, ] je mar dbopmysama
(10) u (11) maparpada 15.6, ma mocjie MayI0 padyHa 100ujaMo

1 1 [ kr(x—t) .
f(x)NQZ/—zf(t)dt+lkz_l/_lf(t)cosldt_

! 1 & kr(z—t)\1
:[lf(t) <2+kz_:1cos(l)>ldt

IlonuaTerpastaa GyHKIMja, HA HEKX HAYWH, TA9H HA wHTEerpaany cymy. Hanwme,
aKO y3MeMO TIOfIeoHe Tavke A\ = km/l, oHma je \y—A\,—1 = 7/l, a y NOONHTErpaJHoj
dbysxumjn youaBamo Bpenroct dyukumje g(A) = cos A(x — t), OIHOCHO

l +oo
fa)~ [ 1) (9(§°> + Zguk)) RSl gy
- k=1

Kana | — +o0, mocaenmn n3pas (Tako 09eKyjeMo) mpubauKuo he 6utn jeqHax

1 —+oo —+oo
7/ f@)A(x —t)dt, rmeje A(z) = / cos Az dA.
0

T J—c0
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Ja/buM pacIucuBameM aaunuone (hopMysie HaJIa3uMo 3 je
+o0 +too
Alz —t) = / f(t) cos Az cos At dX + / f(t) sin Az sin At d.
0 0

Tako uma cmuciia ciaeneha gedunummja
15.34. dedununuja. Heka je f : R — R anconyrHo marerpabuina (Ha
(=00, +00)) byukuuja. Fben @ypujeos unrerpas je

“+oo
Fz) ~ /0 [a(\) cos Az + b(A) sin Az] dA,

rae je

(25) o) = 1 / T ) cosatdr, by = L / T ) sinat dr.

— 0 T J—00

15.35. CraB [JuuujeB kpurepujym|. Heka je f amcosyTHo nHTerpabmina
Ha (—00, +00) dyHKUM]a.
a) AKO KOHBeprupa UHTerpaJs

JCEUES CRURN LRSI
0 0 |

OHIIA je
(26) /+oo [a(X) cos Az + b(N) sin Az] d\ = w;

6) Ako f 3amoBosbaBa Jlumuuos ycsioB y tauku x, onua Baxku (26);
B) AKo [ MMa yommiTene W3BOAE Y TAYKM T OHIA Baxku (26).

JTOKA3. a) Akoje Far(z) = (1/m) fi" (a(A) cos Az+b(X) sin Az) A ,nesmmmsanu

unrerpai“, onna kopucrehu (25) umamo
M “+o0
mFy(x) = / / ft)cos Az —t)dtd =
0 —o0
M “+o00
= / / f(x+0)cosA0dfdr = (360r anc. koHs.)
0 —o00

“+o0 M
/ f(xz+0)cosA0dNdl =
—0o 0

Il
—

(27)
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) T gin M6 s
Oryna je, 36or /0 7 df = 3
(28) Fa(z) — w -
L[ IO eSS
™ Jo 0 7

a TIOCJIeIIbY MHTErpasl TeXKN Ka HyJIu Ha ocHOBY Puman JleGerose Jieme.
IIpumedba: Uctuna, Puman Jleberosa jsema je qokasaHa 3a MHTErPAJT IO KOHAY-
HOM HMHTepBaJly [a, 3], aiu Na)K/bUBUM POYYABAEM EHEHOI JI0KA3a, MOYKEMO yC-
TaHoBHTH 13 Baxku 1 3a (0, +00). 3ancra, 360r aCOIyTHE NHTErPAOUTHOCTH f:oo <
€, a fon — 0 (rexnuka kojy cmo Kopucruiu y nokasy PJI Jleme 3a ciyuaj necso-
jCTBEHOI MHTerpasa);
6) 36or aucosyrHe unrerpabusinHocru dyukuuje f, uHTerpas

[ M0 e 0) - St Sl
6 0

je CBaKaKO KOHBEPI€HTaH, a U3 JII/IHIIII/IHOBOI‘ yCJIOBa y Ta4YKW X CJIean

[f(@+0) = fla) < LIO),  [f(x—0) = flz—)| < L|0]%,

. s .
1a je KoHBeprentan u [, ua ciemu Junujes yciios;

B) I3 ersucrenuuje youmreHux u3sona cjaeau Jlunmunos ycios y3 « = 1, wro
cmo Beh Bumenn y Crasy 15.9. g

15.36. Cras [dupuxiae-?KopmanoB kpurepujym|. Axo je f amncomayTHo
vHTErpabu/iHa W OTpAHWYEHE BApWjalldje Y HEKOj OKOJUHU TA4YKe T, TaJd BaXKU
(26).

5
JTOKA3. Muterpan y (28) nomenumo Ha jasa nena [, +f5+oo. ,ZLp.yH/I UHTerpas
Teku Ka Hysm HA ocHOBY Puman JlebGerose sieme. VY mpBOM Pa3gBOjUMO HOIUHT-
rpaJiHy (hyHKIUjy HA IBA IEIa

) ) )
/:/ f(x+9)_f<x+)sinM9d9+/ Fa=0) = @) & oo =1, + 1,
0 0 9 0 9

IIpnvenom apyre Teopeme O Cpear0j BPEIHOCTU HAJIAZMMO

5 5 .
_ [ {let8) - fet) smMado:(f(x+5)—f(z+))/ sin M6
0 0 e 0

jep je HupuxjeoB unrerpas kouBeprenran. Caudano u 3a Is. O

Il de —>O,

Axko ce Dypujeos nHTErpast npebanu y KoMrjekcan obauk mobuja ce @ypujeosa
Tpancdopmanmja.

15.37. dedununuja [@ypujeosa rpanchopmanujal. Heka je f : R — C
aIcoIyTHO MHTErpabuinHa GyHkumja (Tj. f_Jr;o |f(®)|dt < +00). Hbena Dypujeoa
Tpanchopmanmja je GyHKImja f Jara ca

+oo
(29) == [ fmean

OuuriieiHo je ped O alcoJyTHO KOHBEPIEHTHOM UHTErPAJLY.
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Vsaumajyhu y o63up dopmysie (25) namasumo ga je
A T

FA) =4/ 5 (@A) = X))

15.38. CraB [dopmyna uaBepsuje|. Heka je f : R — C ancosytHo unre-
rpabmrHa QyHKINja, KOja NCHYHaBa y ¢Bakoj tadku ommo dunwjese, 6o dupn-
xJte-2Kopmanose yciose. Tama je

1 +M
— lim
V2m M—+oco | _af

ITocenme ce MoXke 3ammcar M Kao

1 oo AT
@) = —= / fyeran,

aJy caMo TOJ YCJIOBOM Ja MHTErpaJl KOHBeprupa, ITo He Mopa ja Oyde TadHo.

(30) f(@) = F(N)e?T d.

Hamme, mozke ce goromutu na lim [ m lim [~ wne nocroje, amm ga ycmen
M—+00"0 -M

M —+oc0
ckpahrBama HEKOr HEMHTErPAOWIHOT HEMapHOr cabupka y GYHKIUju f, MOCTOjH
lim
M—+o00 fij\/[

JOKA3. ®pomyny mHBep3uje mokazahemo camo 3a caydaj GyHKIHTje ca Bpe-
nocruma y R. To je 10BOJbHO, jep y IPOTHBHOM MOXKEMO U3BPILUTH Pa3/iararbe
f=g+ih,g=Ref, h=1Im f. Oyuxuuje g u h 3am0B0/baBajy ucte ycaose (dummu,
Hupuxye-2Kopnan) kao u f, a obe crpane y dopmyaun (30) cy auneapue. laxie,
npernocraBumo aa je f(xz) € R 3a cse x.

Osnauumo ca a(A) u b(\) @ypujeose koebuuujenre dbynxkuuje f. I[Ipema mpe-
rxomna asa Crapa, [ ce Mozke mpemcrasuTu npeko csor @ypujeoBor nHTErpasa, na
nMaMo

+oo
flz) = /0 [a(X) cos Az 4 b(N) sin Az] dX =

+oo
/ Re(a(\) — ib(\))e™ d)

1 o[tee ; ;
- 2 / [(@(A) — ib(A)e™® A+ (a(A) + ib(A))e= 7] da.

0
Y npyru uHTErpasi yBpCTUMO CMEHY A <> —\, U UCKOPUCTUMO YUIHeHUILy 13 je a(\)
napua, a b(\) menapua dynkuuja, na nobujamo

+oo -
flx) = ;[/0 (a(A)—z’b(A))erA—/o (a(X) —ib(N))e?* dA| =

= ;/+Oo(a(>\)—ib(>\))ei’\g” d\ =

— 00

+oo )
_ \/%1 FOeP

. . : M
IpU 9eMy je MOCTIeNIbN MHTErpal Joomjer kao  lim  ( f? vt lo ) O
M—4o00
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15.39. Cras. a) Heka je f : R — C n-uyra nudepennujadbuina byHKIu]ja,
rakBa ga cy f, f’,... f() amconyrro mrrerpabuine dbynkmmje. Tama je

FO) = (A" F V)3
6) Heka je f : R — C dynkuuja, taksa na cy f(z) u z"f(x) amcomyrHo
uHTerpabusne, u Heka je e(x) = x. Tazga je f n-nyra nudepenuujabuina u BaxKu

FV.

n

d)\n

enf(A) =i

JOKA3. a) Mnaykuujom no n. 3a n = 1 nocroje u fuf
Tokazano, majupe na je lim f(x) = 0. B6or f(z) = f(0) + [; f(t)dt n

unrerpabunnocru gyuxkuuje f’, Hapenenu jumec 1mocroju. AKo on Huje myJa, Beh
peuumo A > 0, onua je 3a x > M f(x) > A — ¢, na f uuje unrerpabusina. Kou-
TPAIUKITN]a,
Cana n3BOAMMO TpazKeHy (opMyJIy MapIiujajTHOM WHTErPAIjoM
—+o0

¢%ﬂn:/ f(te P dt =

—o0
. +00 Foo . ~
= f(t)e ™M~ / F®)(=iNe= M dt = iav2r f(N)
—00

Kopak n = n + 1. Ilpumenumo nperxonun caydaj xa dyuxmajy ), u mobu-

jamo
FOFDA) = IAfE () = iGN F(V);

6) Ucro uunyknujom mo n. 3a n = 1 mocroje f un 2}7 u pesysarar mobujamo
npumenom nudepeHnupama napaMerapckor uarerpaia (Cras 14.13).

Kopak n — 1 = n. I3 #ejeqHakocTm apuTMETHIKE W T€OMETPHUjCKe CPeImHe
; n=1 _ /7 n..... |rn 1+(n=1)|=|" :
je |z = 1|z |z|n < — , TIa je allCOJIyTHO KOHBEPreHTaH 1
WHTErpaJ GyHKIIje x"_lf(x). Cama MpUMeHNMO TIPETXOOHN CJIy4aj HA (BDYHKI]Y
"L f(z). O

15.40. 3amaxkama. 1° Ocobuna @ypujeoBe rpancopmaryje 1a u3BOL, IPer-
Bapa y MHOXKEH-E€ HE3aBIUCHOM TPOMEIUBOM M3Y3€THO j€ MPUMEhUBA Y IidepenIim-
jamuuwm jemraumnama. O Tome Bumeru BexOama 32, 33.

2° Amnasnoron ITapceBasose jeqnakoctu 3a @ypujeos unrerpad je ILianuwapeno-
—+oo

LMWlemmm%%

6a TeopeMa, Koja TBPIM Ia je /

BE2KBAIBA

1. Ako f napua ¢yHKIMja, qOKa3aTH 14 je
2 ™
b, =0; an= —/ f(t) cosnt dt;
™ Jo
a aKo je HemapHa, OHIA je

an = 0; bn:g/ f(t) sinnt dt.
T Jo
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2. Passojem dyuxmuje f(z) = z° y @ypujeos pen moxasaru ma je 3a —m < x < 7T,

2 +oo 4. (71)71

22 = % + nz_:l cos nx;
Ioka3zaru jemmakocTu
X1 2 1 2
2@ % X@irir s
f(—l)”__ﬁ S
n? 12 n* 90

3. a) PasBojem dyukmmje cosaz (Ja| < 1), moxasarn na 3a —7 < = < 7 Bpemn

—+oo
cosax 1 (=1)"2a
- === E 5 cosn;
sinar  am “n’—a

n=

6) Hdokasaru na je log —— =log (C’ H (1 — ))

—+oo
. . T
B) NsBectn OJJ’IEpOBO pasjiarambe CUHyCa SINX — T H 1— Y H
T™n

n=1

r) spauynaru 36upose Z > u Z - )2 3a a ¢ Z.

n=1

4. JlokasaTu jeqHAKOCTH

oo
x cos nx
-1 (2 ' 7) =
og S 2 2 "

400 .
™= sin nx
:E 3 — M <x<T.
n

’

n=1
5. Hartu cy ciegehu TpuroHOMeTpHjCKu MOJIMHOMNI

S ENT o @) =3 (p%”””

C+k($) =
P j o

j=1
k sin(p + j)x
S;r,k(w) = Z 7.];

] p.k\T) =
j=1 J

a) [IokasaTn HEjeTHAKOCTH

u sin(p —

1

@l 1850 < g
6) Moxazaru ma je C, ., .(0) >lognwu S, ., . (7/(m+n)) >logn — 1.
6. Heka je
P () = Crpnn (@) = Crynyn (@)
Qmn(®) = S, (®) = Son,n (@),

rue cy c*, st TPUTOHOMETPUjCKYU IIOJIMHOMHE U3 IPETXOIHOT 33aJATKA.
a) Jlokasaru ma moctoju (amcostyTHa) KoHCTanTa M, TakBa ga je

[P ()], |Qrm,n ()| < M
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6) Heka je

+oo
O(x) = Y kP ()
(31) o

“+oo
‘I/(m) = Z O‘kak,nk (:L'),
k=1

e Cy Mg, Ny HA30BU MPUPOIHUX OpojeBa, a «y peasHux OpojeBa, TAKBU I je Mit+1 >
mi + 2ng, u ag logng — +oo.

Hoxazatn ma penosu y (31) paBHOMEpHO KOHBEprupajy, u ma cy ® w ¥ menpexkmmne
dyHkmje;

6) Hdokasaru na @ypujeos pen dbyuxuuje ¢ nuseprupa 3a z = 0;

B) Hokazaru ma @ypujeos pen dyukmmje U KouBeprupa 3a CBE T, aJIU 13 jeé KOHBEP-
TeHIja HEPABHOMEPHA.

[Vnyrcrso: @ypujeosu penosu parux dynkuuja ce nobujajy on pemosa (31), pacun-
CUBAmbEM 4JIAHOBA. |

7. Axoje f € C*(R) 27r-mepnommawma dbywkmmja, Tama je an, b, = O(1/n). Axo je f
OTpaHWYeHe BapHjalmje, Tama j€ an, b, = O(1/n).

8. a) Ako je H yauTapan mpoCcTOp OHIA je
2 2 2 2
(32) 2 +ylI” + llz = ylI” = 2/[[]" + [ly][);
6) Ilpumepom mokasatn ma (32) me Baxm y mpoctopy R ca mopmom ||z||, =

1/p
(i losl?) " sap 2.

9. Kperame 3uie Koja Tpemepu IyXRuHe 7 ca (PUKCHPAHUM KpajeBUMa, MOYETHUM
nosiokajeM g u nmouernom Gpsunom h omucano je dyuxuujom u = u(x,t) roe je t Bpeme,
z € [0,7] Tauka Ha KUIU, & U ONCTYNAIbE OJ] PABHOTEXKHOr mojioxkaja. PyHKnmMja u
33/10BO/HABA jeTHAYNHE:

8%u _ 2 0%

Er
(33) u(0,t) = u(m,t) =0

u(l‘,o) = g(m)

ou

3¢ (%, 0) = h(z)

a) Axo u uma pasnaBojeHe mpomenspuBe, TO ject u(x,t) = X(x)T(t) nokasatu ma
dyukmuja X 3amoBospana Lltypm-Jljysuios mpobiem

X"(x) = AX(z)
(34) { X(0) = X(m) =0;

6) Axo ce 3Ha 1a je ommTe pememe jeqraunne X = AX mato ca X (z) = Acosv/—Az+

Bsinv/—Az (A, B xoucrante), ako je A > 0, onnocno X (x) = AeV = +Beiﬁz, 3a A <0,
JTOKA3aTH Ja Cy CBa pemema mpobsema (34) mara ca

X (z) = Asinnuz;
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B) AKko ce mperoncrasu ma je pememe mpobiema (33) obamka %o T, (t) sinnz, dop-
MaJIHUM JrdepeHnnpameM moka3aTn ga Gyukmuje 1y, 3an0BomaBaj?;:f(omnjeB npobJiem
T (t) + a®n*T(t)
(35) T, (0) = bn(g)

77.(0) = bn(h),

rae ¢y bn(g), bn(h) @ypujeoBn xoedbununjentn Gynkuuja g u h (OZHOCHO BHUXOBUX HEIAD-
HUX TPOIY KEIHA);

r) Pemrnru mpo6aem (35), m mammcarn ¢dpopmanano pememe mpobsema (33) y obmuky
pena. (Dypujeos merom).

10. a) Har je mu3 bynknmja fr : [0,1] — [0,1] mar ca fr(t) = v/n3a 0 <t < 1/n,
u fn(t) = 0 wnawe. [lokasarm ma f, — 0 Tayka no Tadka, aqm ma f, - 0y cpemme
KBAJIPATHO] METPHIH;

6) Heka je gn,x(2) xapaxrepucruuna dynkumja narepsasaa ((k—1)/n,k/n|,3an > 1
uk=1,2,...,n, u HeKka je Hu3 f, Hobujen pehamem yuruUja gn 1 ¥ caemehem moperky

91,1, 92,1, 92,2, 93,1, 93,2, 93,3, - - -

Hoxasarn ma f, — 0y cpemme KBaApaTHO] METPUIH, aJIi HE M OOMIHO (Ta9gKa TI0 TAYKA).

11. Hanucaru @ypujeos pen (byHKImje f(t) = 1(sgn(cost) +sgn(sint)), uspauynarn

—+o0
(=" sin(2n+1)t sin(2n+1)
,Z

400
IHeroB 30Up n Y T STl Pl
n=0 n=0

12. Heka je f : R — R napmna, na [0, 27| narerpabunna pyHkumja ca nepuomom
—+oo

21, a0 + Y ax coskt men Oypujeos pex u f(m —t) = —f(t) sa t € R. Jokasaru na je
k=1

ar = %(17(71)’“) Oﬂ/Q f(t)cosktdtsak =0,1,2,..., 7% /4—t> = 2 :OCO( 1)”7“252(3:#3)7&

400
3a |t| < 7/2 m m3pauynatn Y, .
n=1

“+o0
13. Heka je Y sinkt @ypujeos pen unrerpabuine dbynkuuje f : R — R ca ne-

k=1
puomom 27 m ocobuuom f(—t) = —f(t) = f(mr —1t) 3a t E R. [Hokasaru: a) by =
(1+(-DF)2 Oﬂ/Qf(t)sinktdt sa k =1,2,...;6) cost = £ 2 zopnl za0<t<mm
U3PATYHATH Z ::‘28_"1
14. PasButu (byHKLII/ij f( = |arcsin(sint)| y ®@ypujeos pen. MspadyHaru meros

+
in(2k
36Up u cyme kz: S(2§c2+1té)’ Z

15. Heka je A # 0 peasnan 6poj. a) Uspauynarn 36up Pypujeosor pema 27 mepu-

At

+oo
ommune dynkumje f : R — R, fa(t) = me™ 3a 0 < t < 27; 6) Uspaaynaru » ﬁ
k=1

+oo
16. doxasaTu ma je CosnL — L — Zsin £ 3a cse z € [0, 2.

n=1
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17. KOpI/ICTehI/I DOypujeos pen GyHKIMje T Sinx HA WHTEPBAJILY [—T, 7| U3padyHATH

E 5 Un Z ) T sinnt.

34|

18. a) Hamucarn @ypujeos pex bynxmmje f(t) = (—1)'% | u uspauymaru meros
“+oo +oo

36up; 6) Uspauynaru (3k41r1)2’ > (3ki2)2'

k=1 k=1

19. Hanucaru ®@ypujeos pen dpyukuuje arctg(tg(t/2)) na uspauynarn s6upose

+oo . +oo s 2
n SIN NI COSNY S nr
) ,3a 0 <,y < .
>y () y<r

n

n=1 n=1

+oo
20. Jokasatu na je o= <t — Lo 3~ oenb g ¢ < 7 ua € R, a # 0, ma
n

2a sham —~ aZt+n2>
+oo
u3pagynarun Yy (—1

n=1

)n oo:;t .

21. Heka je a € R, fo : R — R 27 nepuonuuna dyHkiuja, u g 2m-nmepuogudxa
unrerpabuina ua [—m, 7|, fo(t) = sinat, |t| < w. a) Hanucaru @ypujeos pen dynkumje
fo W m3pavyHaTn meros 30up; 6) spadynaru 1ir£ L [T fa(t)g(t)dt.

22. okasaru na je wsgn(cost) = 4 Z cos(2n+1)t 3a cBe t € R ma mspauynarn

+1
Foo . +oo i 1
nX_:O W sm(2n + 1)t 3a ‘t| § T, nz_:o W, HX_:I o

23. Heka je 0 < a < 7 u f, 27 nepuonnuna dyukumja va R, fo(z) =22+ |z —a| —
|x + a] 3a |z| < 7 u fo(x) =0 3a |z| = 7. a) Hanucarn @ypujeos pen dbyuknuje fo; 6)

+oo

“+oo
Uspauynarn )y (—1)"'snne Z (S‘D"I)Q 3al0 <z <.

n=1 n=1

24. Hekaje 0 < h < mm @p(t) = lh(l—l—sgn(cost cosh)) sat € R. Hanucaru ®@ypu-

jeos pen dbynkmuje @, ma wIpadyHATH A) Z (sinnh "h) fﬁ |z=sinn] Sm”' dzr u fl M dx.
25. a) Tokasaru L4 cos2x+cosdx - +cos2kx = Sméi}#l)z, cosr+cos3xr+-- -+

cos(2k — 1)z = n2ke, 6) Hokasaru na ce dynkuuje Sy, () = S2ME yory nonedunucarn

y Ttaukama obsimka k7 Tako na Oyay HempekmaHe. Y TOM CJIy4ajy IOKA3aTH U Ja Cy

Si.(x) menpexumne, kao u ma Baxu |Sm ()| < m, |Sh(x)] < m? 3a cBe z € (—00, +00)
“+o0

um = 1,2,...; B) llokasaru na cy dbynxmuje f(z) = >, a”Sn(z), la] < 1 u f'(z)
m=1

nmenpekuane u Gynkmmjy f(x) passuru y Oypujeos pem.

26. Oppenntu dyukmmjy ¢ : (0, +00) — R u3 jenmauuna f0+°° p(y) coszydy = ﬁ,

too . (r/2)sinz, 0<z<m
sinzydy = .
Jo * ely)sinwy dy {0’ v

1, |z| <1
0, |z|>1’

I

e, x>0
u g(z) = 0 npeacTaBuTH MOMOLy

27. Oyukuuje f(z) = { 0 o<

DypujeoBor HHTETPATIA.
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28. Hekacy fn : [0,1] — R, xapakTepucruane dpynkuuje marepsaaa ((2k—1)/2" —
1/4™,(2k —1)/2" +1/4™) ,n>1,1 <k < 2",

+o00 on— 1
a) Ilokaszaru na je HU3 OEJUMUYHUX CyMa pema >, n y . fn, Komnjes Hus y mpoc-
n=1 k=1

topy R*[0,1]. [Ymyrcrso: moxasatn na Y, >, |[nfnx||> Kouseprupa.]

6) ITokasarw ma matu HU3 HUje KOHBEpreHTaH (y Cpemme KBAapaTHoj MeTpunn). [Ymy-
rerso: IIpernocrasuru cymporno, ma nocroju f € R*[0,1] mwen sumec. AKo ¢y ci,...,Cm
IbeHe HeCBOjCTBEHe TauKe, OHAa f Mopa Guru orpanmyena Ban UL, (c; —6, ¢;+6). Onenntn
sarum HopMmy ||f =", -y fn,k|| KOpucTehy unmennny na je ckym {(2k—1)/2"} cByna ryct

y (07 1)]

29. Hekaje —o0 <a<b<+oouw: (a,b) —» R mosurnsaa 0KaTHO MHTETPAOUIHA
dyuxumja. Jokasaru na je ckyn R((a,b),w) ={f : (a,b) — C| fab |f(z)]Pw(z)dz < +oo}
(wmTErTPas MOYKE MaTW W HECBOjCTBeHE Tadke yHyTap (a,b)) BEKTOPCKH TPOCTOP, KA0 W
13 je TPeCcINKaBAbe

/ flz (z)dz

CKAJIAPHU TIPOW3BOI HA R2((a b),w) = R*((a,b),w)/ ~, rae je ~ moroano omabpana
pesanuja eKBUBAJICHIIK]E.

. © ogqn , _
30. a) Iloxasaru ma je cucrem Jlazepoeus noauroma Ln(x) = & -3 (e~"z™) opro-

n! da™
mopMupan cucreM y R2((0, +00),e™%);

. 2 n , _ 2
6) Iloxasarn 1a je cucrem Epmumosus noaunoma Hy(z) = (—1)"e* - (e™*") opto-

ronaman cuctem y R?((—bb, +00), 6712);
B) Ilokasaru ma je cucrem Yebuwesmesur noaunoma Ty (x) = cos(narccosx) opro-
2 1y
ronanau cucreMm y R*((—1,1), \/ﬁ)v

1 dm™

r) Hoxasaru na je cucrem Jleocandposux noaurnoma Pr(z) = —2- 12 (1 — 2®) opro-

roraman y R*(—1,1).

31. Hexa je ca u) 03Ha4eHO peliemne nqudepenilnjaiHe jeqHadnne
—u”" 4+ qu= 2> u(a)=u(b) =0.
Iokaszaru ma je 3a A # u, ux_Lu, y mpocropy R?[a,b].

32. Hexka je dynkuuja y marerpabmima Ha R 3ajemno ca mpsa mBa cBoja m3BOIA,
3a10B0/baBa audepennujany jexnaqnny ay’ + by’ +cy = f, rme cy a,b,c € R u f unre-
rpabuna Ha R dynkmuja. Jokaszaru na mena Pypujeosa Tpancdhopmariuja § 3a10BOHABA
anrebpacky jenmaumny (—al? + ibA + c)j = f.

33. IIpocTrupame TOMJIOTE y JKWIM DECKOHAYHE IYy’KWHE OMHCAHO je TAPIINjaJTHOM
udepeHnnjaTHOM jeTHATHHOM IPYrOr pea
ou 0%u
at a2’
rme je k > 0 xoncranTa, u(t, x) Temeneparypa y TpenyTky ¢ > 0, Ha mosoxajy ¢ € R. 3ua
ce jow na je u(t,£oo0) = 0, kao u na je nouerna remueparypa u(0,t) = p(z).
a) Jokaszatu ma Oypujeosa tpancdopmanmja 4 (mo x) 3am0BosbaBa 00ndHy mudepen-
UUjaJIHy jeTHAYUHY:
ay(t, N) = —kX*0(t, \);

6) IokasaTn ma je TOCIenba jeIHAYNHA eKBUBAJICHTHA, Ca

2
(k)\ U)t— :



15. ®YPUJEOBU PEJOBU

B) Kopucreliv moueTH® yC/I0B pemInTyH PEIIATH DTy jeTHATUHY.








